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Vorbemerkung des Verlags. 

Um die Benutzimg des durch seiiien Umfang etwas 
unhandlich gewordenen Bandes za erleichtern, soll die 

14. vollständig umgearbeitete Auflage 
von Kieperts Differential -Rechnung 

in größerem Format erscheinen nnd in zwei Bände etwa 
gleichen Umfanges aerl^ werden. Beide Bftnde werden 
in sich abgeschlossen nnd einzeln käuflich sein. 

Der erste Band (Seite 1—509 und 811 — 825 der 
13. Auflage) enthält den ersten Teil des Werkes y,Funktionen 
von einer unabhängigen Veränderlichen*^ und gelangt soeben 
zur Ausgabe. Der zweite Band (Seite 510— 810 und 830— 863 
der 13. Auflage) enthält die Teile 2 und 3 des Werkes 
„Einige grundlegende Untersuchungen aus der Algebra^' und 
„Funktionen von mehreren unabhängigen yeränderliGheIl*^ 

Bei den immer schwieriger werdenden Herstellunge- 
verhältnissen läßt sich der SSeitpunkt fOr die Fertigstellung 
der 14. Auflage des zweiten Bandes noch icht bestimmt 
angeben» Um nun ein längeres Fehlen des beliebten Lehi- 
buches zu vermeiden, haben wir uns mit (Genehmigung des 
Herrn Verfassers entschlossen, von den entsprechenden Teilen 
der 13. Auflage einen unveränderten Neudruck (Manuldruck) 
herzustellen. Dieser Neudruck schließt — abgesehen von den 
abweichenden Seitenzahlen und dem abweichenden Formate — 
inhaltlich genau an die 14. Auflage des ersten Bandes an 
und kann ohne Störung neben ihr benutzt werden. Er wird 
demnächst beim Erscheinen der 14. Auflage des zweiten 
Bandes mit 

Mk. 6.— in Zahlung genommen. 

In gleicher Weise wir demnächst auch die neue 12. Auflage 
der Integralrechnung in zwei Bände zerl^ werden. 
Im Mai 1920. 

Helwinosche Verlagsbuchhandlung 
in Hannover. 
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Zweiter Teil. 

Einige gnmdlegende Untersnehungen ans der Algebra. 



Xni. Abschnitt. 
Theorie der komplexen Großen. 

§ 103. 

Erklärung der komplexen Größen. 

(Vgl. die Formel-TabeUe Nr. 166 bis 178.) 
Bekanntlich führt schon die Anflösong der quadra- 
tischen Gleichungen häufig auf imaginäre Wurzeln. Ist z. B. 

a? + 6a; + 13 = 0, 
so wird 



» = — 3 + V— 4 = — 3 + 2i , 



wobei y — 1 mit i bezeichnet worden ist. Aus V — 1 = i 

folgt 

(1.) t2 = -l, t8=-f, i*= + l, tö = + f,.... 

Es ist nicht nur von großem Vorteil, imaginäre Größen 
in die Kechnung einzuführen, sondern es stellt sich sogar 
bei vielen Untersuchungen die Notwendigkeit heraus, mit 
solchen Größen zu rechnen. Da die Bezeichnung y^imaginär*' 
leicht die falsche Vorstellung erwecken könnte, daß die 
Rechnung mit imaginären Größen unzulässig sei, nennt 
man die Größen von der Form 

a -f- hy — 1, oder a -^-hi 
zum Unterschiede von den redten Größen „komplexe Größen^ ; 
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§ 103. ErkULning der komplexen Größen. 511 

dabei sind a and 6 redBs Größen. Ist ft = 0, so reduziert 
sich a + hi auf a und ist eine reeüe Größe; ist a = 0, 
so reduziert a + ^ &^ ^ u^<^ heißt dann eine „imaginäre" 
oder auch „rein ifM^näre Größe". EUer ist also das Wort 
„imaginär*^ noch beibehalten. 

Dem entsprechend nennt man a „den reellen Teil" 
tmd b „den Faktor des imaginären Teils" der komplexen 
Größe a + bi. 

Wie die redien Größen aus den beiden Einheiten + 1 
und — 1 gebildet sind, so werden die komplexen Größen 
aus den vier Einheiten 

+ 1, -1, +t, -t 
gebildet Auf die so erklärten Größen kann man ohne 
weiteres die Regeln der Addition, Subtraktion, Multipli- 
kation und Division, wie sie für reelle Größen gelten, an- 
wenden. Das Resultat dieser Operationen ist, wie sogleich 
gezeigt werden soll, wieder eine Größe von der Form Ä + Bi. 
Daraus folgt dann die BerecfUigung, mit komplexen Größen 
ebenso zu rechnen wie mit redien. 

L Addition. Komplexe Größen werden addiert, indem 
man die redien Teile bu den redien und die Faktoren der 
imaginären Teile zu den Faktoren der imaginären Teile 
addiert, also 
(2.) (a + bi) + {c + di) = (a + c) + {b + d)i. 

Das Resultat hat wieder die Form Ä + Bij 

II. Subtraktion. Zwei komplexe Größen werden von- 
einander subtrahiert, indem man die redien Teile und die 
Faktoren der imaginären Teile voneinander subtrahiert, also 
(3.) (a + W) — (c + di) = (a — c) + (6 -^ d)t. 

Das Resultat hat wieder die Form Ä + Bi. 

III. HultipMcation. Zwei komplexe Größen werden mit- 
einander multipliziert, indem jeden Teil des einen Faktors 
mii jedem Teile des anderen Faktors multipliziert, also 

(4.) (a + bi){c + di) = ao*+ bei + adi + bdP 

= (ac — bd) + {ad + bc)i. 
Auch hier hat das Resultat die Form Ä +,-B*. 
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512 § 108. Erklärung der komplexen Größen. 

In dem besonderen Falle, wo o = a, d = — 5 ist, er- 
hält man 
(6.) (a +,bi) {a — bi) = a^ + l^. 

Hier ist das Resultat sogar eine positive redle Größe. 

Zwei solche komplexe G-rößen, die sich nnr durch das 
Vorzeichen des imaginären Teiles voneinander unterschei- 
den, heißen „konjugierP^ ; es gelten für sie die folgenden 
Sätze: 

1) Die Summe zweier konjttgiert komplexen Größen 
ist reeU: 

(6.) {a + bi) + {a — bi) = 2a. 

2) Die Differenz zweier konjugiert komplexen Größen 
ist rein imaginär*. 

(7.) (a + K) — (a — 6t) = 2W . 

3) Das Produkt zweier konjugiert komplexen Größen 
ist reeU und positiv: 

(a-fW)(a — W) = aa + »2. 

Dieses Produkt heißt nach Gauß „die Norm von a-f-&i^ 
und ebenso „die Norm von a — bi^. um die Norm einer 
komplexen Größe zu bezeichnen, setzt man ein N vor die- 
selbe; es ist also 
(8.) N{a + bi)r:^N{a — bi)=ra? + b^. 

Die Quadratwurzel aus der Norm, mit positivem Vor- 
zeichen genommen, heißt ,^der Modul" oder (nach TTeter- 
straß) y^der absolute Betrag^^ der komplexen Größe. Das 
Zeichen dafür ist ein vorgesetztes J£, oder es besteht aus 
zwei senkrechten Strichen, von denen die komplexe Größe 
eingeschlossen wird, also^ 

|Jf(a + 6t)=|a4-6i| = + y^M=^, 
l Jf (a — 6i) = I a — W I = + y a2 + 62 . 

Aus der Gleichung 

1 a — 6t a — 6t 



^^^•) a 4- 6t (a + 6t) (a — bi) a? + 6« 

folgt der Satz: 
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§ 104. Einige S&tze über komplexe Größen. Ifotoresche Formeln. 513 

4) Der reziproke Wert einer komplexen Chöße ist gleich 
ihrer konjugierten, dividiert durch die Norm. 

IV. Division. Bei der Division komplexer Größen multi- 
pliziert man ZäUer und Nenner mit der zum Nenner kon- 
jugierten G-röße, dann hat man nur noch durch eine reeUe 
Größe, nämlich nur durch die Norm des Nenners zu divi- 
dieren. Dies gibt 

^1 1 c + ^i (c + di) (fl — 6t) ac + id ad — bc . 

^"•^ 'ir+U~{a + bi){a — bi)~a? + V' + a^ + ö^*' 
. Auch hier hat das Resultat die Form Ä + Bi. 
Von der Richtigkeit des gefundenen Resultates kann 
man sich dadurch überzeugen, daß man den Quotienten mit 
dem Divisor a-i-bi multipliziert Dadurch erhält man 
(flc + bd)a {ad — bc)a . {ac + bd)b . {ad^ bc)h ^ 
a^ + V^ "^ a^ + h^ •■^ «2 + 6» *■*■ aa + ft2 * 

a^c + abd — abd + lPc . c?d — abc + abc + ¥d. . ,. 



a^ + b^ ^ a^ + b^ 

das ist aber der Dividendus. 

Da eine Potenz mit positivem, ganzzaldigen Exponenten 
ein Produkt ist, so kann man auch eine komplexe Größe 
potenzieren; und zwar findet man 

(12.) (a + Ur = \a^ - (2)^*^*" +(4)^"^** - + • •] 

§ 104. 

Einige Sätze Über icomplexe GriBen. 
Moivreztt» Formeln. 

(Vgl. die Formel. TabeUö Nr. 174 bis 179.) 
Da eine rein imaginäre Größe die Quadratwurzel aus 
einer negativen Zahl ist, so kann eine reeKe Gböße, welche 
von verschieden ist, niemals einer rein imaginären Größe 
gleich sein. Die Gleichung 
(1.) a + bi = 

Ki«p«rt, DtffcNiitiAl-Bedhnang; 88 
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614 § 104« Einige Sätze über komplexe Gröfien. Ifotvresche Formeln. 

•oU deshalb die Bedeutong haben, daß a und b eimdn 
gleich Null sind. Ans dieser Festsetzung ergibt sich 

Satz 1 Sind zwei komplexe Größen einander gleich, 
so müssen die reellen Teile und ebenso auch die Faktoren 
der imaginären Teile einander gleich sein. 

Beweit. Ans 
(2.) a + bi = c + di 

folgt 
(3.) (a + 6t) _ (c4- Ä) = (a — o) + (6 — d)i == 0. 

Dies gibt. aber 
(4.) a — cs=0, b — d = 0, oder a = c, 6 = rf. 

Jede Gleichung zwischen komplexen Größen umfaßt 
daher zwei Gleichungen zwischen reellen Ghrößen. 

Die komplexen Größen lassen sich auch noch in einer 
anderen Form darstellen. Setzt man nämlich 

(6.) \a + U\ = + yW+V = r, 

so wird r^a und r ^ 6, folglich kann man zwischen 
und 2n (bezw. zwischen 0^ und 360^ einen Winkel (p so 
bestimmen, daß 

/ß\ a , b 

(6.) cos^) = — t sm^) = — 

wird. Aus cos?) = - folgt nämlich sin 9) = ^t -; dann wird 
r r 

aber stets das obere 2ieichen gelten, wenn man festsetzt, 
daß der Winkel 9> 

zwischen 0^ und 90^ liegen soll f ür a > 0, 6 > 0, 
9(y> „ 180^ „ „ „ a<0, 6>0, 
180^ , 2700 „ , , a<0, 6<0, 
2700 , 3600 , ^ ^ a>0, 6<0. 
Dieser Winkel (p heißt das Argument der komplexen 
Größe a'\'bi. Durch Einführung dieser Bezeichnungen 
wird 
(7.) a + W = r(co89) -f- isin?)) 

Bekanntlich kann man den Winkel (p um ein belie- 
biges Vielfache von 360o vermehren oder vermindern, ohne 
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§104. Einige Sätze über komplexe Größen, üfotore sehe Formeln. 515 

daß sich die Werte von cos 9p und sin 90 ändern. Versteht 
man unter dem Argumente 9 nicht den Winkel, sondern 
den zugehörigen Bogen, und bezeichnet man mit h eine 
beliebige positive oder negative ganze Zahl, so wird also 
cos(9) + 2ÄJe) = cos^), 8in(9) + 2Ajr) = sin^o. 
Deshalb geht Gleichung- (7.) über in 
(7 a.) a + U = r[cos(») + 2Ajr) + isin(9t> + 2Ajr)]. 



Multipliziert man jetzt die komplexen Größen 
ri(co8 9>i -f ^ siii 9)) ^Mid r2(co8 9)2 + * sin 92) 
miteinander, so erhält man 
(8.) ri(oosgt>i + isin 9>i) . r^cos 9)2 + «sin 92) = 

rir2[(cos9>iCOS9)2 — sin9>isin9)2) + ^(8iJi9iCOS9)2 + ^89>iSÜi9a)] 
= nr2[co8(»)i + 92) + tsin(9>i + 92)]. 
Diese nach Moivre genannte Formel gibt 
Satz 2. Komplexe Größen werden miteinander muttu 
pliziert, indem man ihre absoluten Beträge miteina/nder muUu 
pliziert und ihre Argumente addiert. 

Dieser Satz läßt sich ohne weiteres auf Produkte von 
drei oder mehr Faktoren übertragen; es ist also 

(9.) ri(co89^i4-^siB9)i)-fa(cos9)2+^sin9)2) .r8(cos9)8+^8in9P8) 

= rir2r8[co8(g>i+9)2+9)^+«8in(9)i4-92 + 9>8)]. 

Sind die Faktoren alle einander gleich, so erhält man 
(10.) [r(co89t> + «singt))]* = r*[cos(n9)) + f sin(n9)] 
und damit zunächst für positive, ganzzahlige Exponenten 

Satz 3. Eine komplexe Größe wird potenziert y indem 
man den absoluten Betrag potenziert und das Argument mit 
dem Potenzexponenten multipliziert. 

Für r = 1 geht die Gleichung (10.) über in 
co8(n9)) + isin{ng>) = (cosf) + «sing>)* = 

008^ — ( ^)cos*-^9)sinV +( ^^cos'^^Vsin*^) [ 

+ * (1 joos'^Vsüi?^ — f o)co8*-VsinV H . 

88* 
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516 § 104. Einige Sätze über komplexe Größen. iroit?re8clie Eonnein. 

Dies gibt mit Rücksicht auf Satz 1 
(11.) co8(n9) ■= 

cos*9> — (^)cos''-29)8in^+( . jco8'»--V8ÜiV 1 » 

(12.) sin(n9>) = ( jcos^~^q)sinq) — (^jcoB^*'^g)Bm^g>'\ . 

Durch diese Formeln, in denen das MuUiplikatians- 
theorem der trigonometrischen Funktionen ausgesprochen 
ist, lassen sich QOB{n(p) und sin(n9>) als rationale Funktionen 
von cos 9) und sin 90 darstellen. 

Es wird z. B. für n =: 5, wenn man noch die Belation 
cos^ + sinV » 1 anwendet, 

cos(59>) s= cos^ — lOcos^sinV + 5co8 9>sinV 

= 16cos^ — 20co8^9> + öcosgt), 
8in(69)) = 5cos*9)8in9) — 10cos^9>sin^ + sin^ 
= 16sin^9) — 20sin^ + Bsinf). 
Für die Division zweier komplexen Größen erhält 
man jetzt 

ri(cosyi + i8inyi) n (cosyi+fsinyi)(cosya— tsinya) 
r^cos9)a + ^8in9)2) r^ (cos9)3+^8iii9>2)(cos9>2 — isin^a) 

_ r\ (cos9>iCOS9E>2 + sin9)isin92) + *(8u^9^iCOS9E>2 — cos^isinflPa) 

"* r^ cos^^a + 8in^9>2 

oder 

/^ox ri(co89)i + t8ing>i) nr ^ \ i • • / \t 

^^^•^ ^9^^) " V, t^^^ - »^^ + *""^(^ - '^«- 

Daraus folgt 

Satz 4. Kcnnplexe Chößen werden durcheinander divi- 
diert, indem man die absoluten Beträge durcheinander divi- 
diert und die Argumente voneinander subtrahiert, 

Satz 3 macht es jetzt auch möglich, aus einer komplexen 
Gh'öße die n^ Wurzel auszuziehen. Unter ^r^costp -|- tsin^o) 
versteht man nämlich eine Größe iL, deren n^ Potenz gleich 
r(cos9) + f sin^)) ist Diese Eigenschaft besitzt für ganz 
zahlige AVerte von h die komplexe Größe 

(14., A = rr h(^-t^ + «<^^]' 
denn es wird nach Gleichung (10.) 
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il#» = r[co8(9) + 2hx) + iarni^ + 2hx)]j 
oder, weil 

co8(9> + 2hx) = CO89) und 8m(9) + ^hx) <= sin^) 
ist 
(16.) A* = r(co89> + isin?)). 

Dies gibt 
(16.) ^,<co8^+i«in9)= f^[co8(?i^ + «in(^^^] • 

Dieser Ansdrack hat wieder die Form il + -S^* 

Damit ist bewiesen: 

Satz 5. Aus einer Tumflexen Oröße wird die Wurzel 
gezogen, indäm man sie aus dem absoluten Betrage zieht und 
das Argument durch den Wurzet-Exponenten dividiert. 

Gleichzeitig sind hiermit auch die Potenzen, deren 
Exponent eine gebrochene Zahl ist, ebenso für komplexe 
Größen erklärt wie für redle, indem man 



p 



(17.) A^^Y^^i^JT 

findet 

Da in Gleichung (16.) die ganze Zahl h unendlich 
viele Werte hat, so könnte man .glauben, es gäbe unendlich 
viele Werte für die n^ Wurzel aus r(cosgt> + «8in9)). Dies 
ist aber nicht der Fall; setzt man nämlich 

Ä = n 4- A', 
so wird 

eos(^±^) » co8(?i^+ 5Lr) = cos (^+f^^ . 

rin (^+J^) - 8in(^i^+ 2x) = 8in (^+f^" ). 

d. h. die Zahlen h und h' liefern denselben Wert der Wurzel, 
wenn ihre Differenz gleich n, oder gleich einem Vielfachen 
von n ist. Es gibt daher im ganzen nur n verschiedene 
Werte für die n** Wurzel aus einer komplexen Größe. 
Diese n verschiedenen Werte findet man aus Gleichung (16.), 
indem man der ganzen Zahl A z. B. die Werte 0, 1, 2, . . . 
n — 1 beilegt 
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Da unter den komplexen Größen die reellen Größen 
mit inbegriffen sind^ so gelten diese Ansführongen aach. 
für die Wurzeln aus reellen Größen. So ist z. B. 

^ =. -j^cosO + isinO = cos(^^ + isinf^Y 

ein Ausdruck, aus dem man die n yerscMedenen Werte von 
j/^ findet, indem man 

Ä = Ö, 1, 2,...n — 1 
setzt. 



§ 106. 

Geometrische Darstellung der komplexen GrSBen. 

Wie man die redien Größen durch Punkte oder Strecken 
in einer geraden Linie geometrisch darstellen kann, so kann 
man die komplexen Größen durch Punkte oder Strecken in 
einer Hbene darstellen. Dabei soll der folgende Grundsatz 
gelten : 

Zwei Strecken sind einander gleich, wenn sie gleiche 
Länge und gleiche Bichtung haben. 

Dann bezeichne man mit -f 1 eine Strecke, deren 
Länge gleich 1 ist, und deren Richtung parallel ist zur 
positiven Bichtung der X-Achse. Mit +t dagegen be- 
zeichne man eine Strecke, deren Länge auch gleich 1 ist, 
deren Richtung aber parallel ist zur positiven Bichtung 
der r-Achse. (Vgl Fig. 134) 

Fig. 181 Damit ist natürlich noch nicht 

T g^c^, daß -{-i dieselbe Bedeutung 

habe wie in den vorhergehenden Para- 
graphen, daß nämlich i gleich V — 1 
sei; es sollen vielmehr die hier folgen- 
^T"-' den Untersuchungen zunächst ganz 
unabhängig von den vorhergehenden 
geführt werden. Demnach werde hier 
die komplexe Größe a-^hi durch eine 
Strecke OP erklärt,, welche den Anfangspunkt der Ko- 
ordinaten und einen Punkt P mit den Koordinaten 
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Oq^a, QP = 6 verbindet (Vgl. Fig. 136.) Man gelangt 

nämlich vom Punkte aus zum Punkte P, indem man a 

Einheiten in der Richtung der X- 

Achse imd dann h Einheiten in der 

Richtung der F- Achse durchläuft, oder 

indem man zuerst h Einheiten in der 

Richtung der F- Achse und dann a 

Einheiten in der Richtung der X-Achse 

durchläuft 

So entspricht jeder komplexen Größe a -f- &i ein Punkt 
P in der Ebene und jedem Punkte P eine komplexe Größe 
a + 6i. 

Durch die Gleichungen 



(1.) 



r = yc? + **i cos9) = — 1 



sm^) «3—1 



a + W =a r(cos9) -f tsinjb) 



kann man auch Polarkoordinaten einführen. Dabei heißt 
r der „absoltäe Betrag der Strecke OP^', weil ihre absolute 
Länge gleich r ist, und der Winkel q> heißt das „Argument 
der komplexen Größe". 

Die so erklärten komplexen Größen kann man nun 
durch Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division 
miteinander verbinden, indem man dieselben Regeln an- 
wendet, welche für reelle Größen gebräuchlich sind, und 
zwar geschieht das in folgender Weise: 

I. Additkm, WiU man die Addition zweier redien 
Größen geometrisch ausführen, so trägt man auf einer Ge- 
raden, z. B. auf der X-Achse vom Anfangspunkte aus 
eine Strecke OP ab, welche der 
einen Größe entspricht, und dar- 
auf vom Punkte P aus eine — ? f ? 
zweite Strecke PÄ, welche der 

anderen Größe entspricht Dadurch erhält man eine Strecke 
0£, welche die Summe der beiden gegebenen Größen geo- 
metrisch darstellt In welcher Reihenfolge man die beiden 
Strecken aufeinander folgen läßt, ist dabei gleichgültig. 
(Vgl. Fig. 136.) s 



Fi«. 188. 
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Fig. 187. 




Dasselbe Verfahren war vorhin schon für die Addition 
der Strecken a und bi angewendet worden; und genau 
ebenso kann man auch zwei komplexe Größen ai + 6i* ^md 
02 + 62*, welche durch die Strecken OPi und OP2 geo- 
metrisch dargestellt sind, addieren. (Vgl. Fig. 137.) Man 
macht zu diesem Zwecke den Punkt Pi zum Anfangspunkte 

einer Strecke PiJB, welche der 
Strecke OP2 gleich ist, d. h. 
welche mit OP2 gleiche Länge 
und gleiche Richtung hat. Da- 
durch erhält man ein Parallelo- 
gramm OP1ÄP2, in welchem 
der Punkt P, bezw. die Diago- 
nale OR die Summe der beeiden 
gegebenen Strecken OPi und 
OP2 ist. 
Da die Seite P2P der Seite OPi gleich und parallel 
ist, so hätte man auch P2 zum Anfangspunkte einer Strecke 
P2P machen können, welche der Strecke OPi gleich ist, 
und wäre zu demselben Punkte B gekommen. 

Wie man sehr leicht aus Figur 137 nachweisen kann, 
sind dabei die Koordinaten des Punktes R gleich «1 + 02 
und 61 + J2, so daß er in der Tat der komplexen Größe 
(2.) (ai + bii) + {02 + H) = («1 + oa) + (61 + h)i 
entspricht 

In dieser Konstruktion ist der Satz vom ParaUelo- 
gramm der Kräfte enthalten. Stellen nämlich die Strecken 
OPi und OP2 durch ihre Länge und Richtung die Inten- 
sität und Richtung zweier Kräfte mit demselben Angriffs- 
punkte dar, so haben dieselben mit der Diagonale OR 
des Parallelogramms OP1PP2 gleiche Wirkung. Dabei sind 
Ol und hl die Komponenten von OPi, 

(h n h „ n „ OP2, 

«1 + 02 n h+h „ „ „ OR. 

Die Komponenten der resultierenden Kraft findet man 
also, indem man die Einzelkräfte in ihre Komponenten zer- 
legt und die gleichgerichteten Komponenten addiert 
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Fi«, laa 




Man kann di^ Sätze über Addition ausdehnen anf 
Summen von beliebig vielen Summanden. Soll man z. B. 
die Strecken 

Oi + iii, a% + b2h...an + Ki 
addieren, so erhält man für die Summe der beiden ersten 
Strecken einen Punkt iZa mit den Koordinaten ai + 02 und 
ii + ^2} ^ür die Summe der 
drei ersten Strecken einen 
Punkt Bb mit den Koordi- 
naten ai-^ 02 + Ob und 
h + h + hi in dieserWeise 
kann man fortfahren , bis 
man einen Punkt B^ mit 
den Koordinaten ai + ^ + 

[-Oft und 61 + &2 + 

h &« erhält, welcher der 

Summe entspricht (Fig. 138). 

Ist das Polygon 0PiB2Ba .. .Bn geschlossen , so daß der 

letzte Pimkt Bn mit dem Anfangspunkte zusammenfällt, 

so ist die Summe gleich Null; die Bedingung für einen 

geschlossenen Streckenzug ist daher 

(3.) i;(a + 6i) = 0, 

welche die beiden Bedingungen 

-Ste =- und 2?6 = 
in sich einschließt. 

Diese Regeln für die Addition von Strecken spielen 
eine wichtige Rolle in der Vektor' Algebra. 

IL SubtraktiOll. Da eine Größe von der anderen sub- 
trahiert wird, indem man die entgegengesetzte Größe addiert, 
so kann man die Subtraktion auf die Addition zurückführen 
und findet 

(4.) (ai -t- 61t) — {02 + M) = («i + iii) + (— «2 — hi) 

= (öl — «2) + (61 — ^)i. 

III. Multiplikation. Für reelle Größen gilt die Regel: 
Das Produkt Ä.B ent^tM aus B wie Ä aus der Uinheit. 
Dieselbe Regel kann man auch bei der Multiplikation zweier 
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komplexen Qröflen ri{coa^ + iBinq>ij und r^oosg>2 -[- i^92^ 
irelche den Strecken OPi und OPa entsprechen, aufstellen« 
Hat der Punkt JS (Fig. 139) die Koordinaten a = 1 
und 6 « 0, so entstellt die Strecke OPi aus der Ein- 
heit 0£t^ indem man durch eine Gerade legt, welche 
mit OE den Winkel g>i bildet, und auf dieser (Geraden die 

Länge der Einheit (OJE) n-mal 
abtragt Ebenso findet man das 
Produkt der beiden Strecken 
OPi und OP2, indem man durch 
den Anfangspunkt eine Ge- 
rade legt, welche mit der (Ge- 
raden OP2 den Winkel 9>i bildet, 
und auf dieser (Geraden die Länge 
von OP2 (also i^) n-mal abträgt 
Dadurch erhält man einen Punkt 
jB, welcher dem Produkte der 
beiden komplexen GhrOBen ent- 
spricht 
Durch den Umstand, daß die beiden Dreiecke OFPi 
nnd OP2B einander ähnlich sind, wird auch die Kon- 
struktion des Punktes B verhältnismäßig einfach. Ifan 
mache zu diesem Zwecke das Dreieck OE*P\ dem Dreieck 
OEPi kongruent und ziehe P^R parallel zu E^P*u Dabei 
hAt die Strecke OB nach Konstruktion die Länge r\r2 und 
bildet mit der positiven Richtung der X-Achse den Winkel 
Vi + 9>2) 80 daß man erhält 
(6.) ri(cos9t>i -f isinflDi) . ra(cos9)a + «sin^a) 

= rir2[cos(9>i +92) + *sin(9i + ^a)]. 

Es gilt also auch hier der Satz: Komjiexe Orößen 
werden^'yniteinander muU^ufiert, indem man die absoluten 
Beträge miteinander multipliziert und die Argumente addiert. 

In dem besonderen Falle, wo 

ri = l, r2 = x, 9>i = 2' ^^^2 
ist, geht Gleichung (ß,) über in 
(6.) i« = -l. 
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Damit ist bewiesen, daß die komplexen Größen, welche 
in diesem Paragraphen geometrisch erklärt wurden, mit den 
friXher betrachteten identisch sind. 

IV. DivisiolL De, die Division die Umkehrong der 
Multiplikation ist, so liegt in der eben angegebenen Kon- 
straktion auch die Anleitung zur Division komplexer Größen. 
Soll man nämlich die den Strecken OB und OPi ent- 
sprechenden komplexen G-rößen durcheinander dividieren, 
so macht man wieder das Dreieck OP2JS (Fig. 139) ähnlich 
dem Dreieck OJ^Pi, so daß P2 und U homologe Punkte 
sind. Die Strecke OP2 entspricht dann dem gesuchten 
Quotienten, und es gilt der Satz: Komplexe Größen werden 
durch^nander dividiert, indem man die absoluten Beträge 
durcheinander dividiert und die Argumente voneinander 
subtrahiert. 

§ 106. 

Vier Sätze Über die absoluten Beträge. 

Satz 1 Der absolute Betrag der Summe zweier kom- 
plexen Größen ist (gleich oder) kleiner als die Summe der 
absoluten Beträge und (gleich oder) größer als die Differenz 
derselben. 

Beweis. Die Summe der beiden komplexen Größen 
ri{oosg>i + isin^^ und r^cos^a + iBinq>2) ist 

(riCOS9>i + raCOS9)a} + i(ri8m9>i + r28ing>2)j 
der absolute Betrag dieser Summe wird daher 

Kn« + ra* + 2riraCos(9i — 902). 
Setzt man voraus, daß ri > ra ist, so erhält dieser 
Ausdruck seinen größten Wert, nämlich den Wert n + ra, 
wenn 008(91 — 902) -» + 1 wird; den kleinsten Wert dagegen, 
nämlich den Wert n — r2, erhält er, wenn cos (9)1 — 9>a) = 
— 1 wird. Deshalb ist 

(1.) ri — r2^ Vn* + ra* + 2rir2C08(5Pi — 92) ^ n + r2. 

Damit ist der Satz bewiesen. 

Viel einfacher gestaltet sich der Beweis mit Hilfe der 
geometrischen Darstellung; denn da ist dieser Satz identisch 
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mit dem Satze: In einem Dreiecke OP\R (Fig. 137) ist die 
Seite OR kleiner als die Summe und größer als die Diffe- 
rem der ieiden anderen Seilen OPi und PiJB. 

Satz 2. Der absolute Betrag der Differenz eweier kom- 
plexen Ghrößen ist (gleich oder) Meiner als die Summe der 
absoluten Beträge und (gleich oder) größer als die Differenz 
dersdben. 

Beweis. Man kann die Differenz auch als eine Summe 
auffassen, indem man die Ghröße, welche subtrahiert wer- 
den soll, mit dem entgegengesetzten Vorzeichen versehen, 
addiert Deshalb folgt dieser Satz schon ans dem vorher- 
gehenden Satze. 

Man kann somit Satz 1 auch ohne weiteres ausdehnen 
auf die algebraische Summe beliebig vieler Größen. 

Satz 3. Der absolute Betrag des Produktes zweier kom- 
plexen Chrößen ist gleich dem Produkt der absoluten Beträge. 

Der Beweis des Satzes folgt aus der Gleichung 
(2.) ri{cosipi + tsin^)!) . r2(cos92 + tsinjoa) 

= rir2[cos(9>i + 92) + «sin(9)i + 9>2)]. 

Satz 4. Der absolute Betrag des (Quotienten zweier kom- 
plexen Chrößen ist gleich dem (Quotienten der absoluten Beträge^ 

Auch hier folgt der Beweis unmittelbar aus der Glei- 
chung 

ri(cos9>i + isintpi) n r / \ 1 • • / \t 

—z — » » ; = — [cos(9>i — 902) + ism(9)i — 9)2)]. 

r2(cos9)2 + t9m(p2) r2 '■ ' ^ ^ ^ 

§ 107. 

Unendliche Reihen mit komplexen Gliedern. 

(Vgl. die Formel- Tabelle Nr. 118 und 119.) 

ErldSning. Eine unendliche Reihe 

(oo + hoi) + (ai + 61») + («2 + ftaO H 1 

hei der die einzelnen Glieder komplexe (jfrößen sind, heißt 
konvergent, wenn die reellen Teile und die Faktoren der 
imaginären Teile für sich zwei konvergente Reihen bilden, 
wenn also die Reihen 

M = flo + ai + a2H , 

^^•^ \5=6o + 6i + 62+- 
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konvergent sind; und zwar heißt sie „unbedingt konvergent'^ 
wenn Ä und B unbedingt konvergente Reihen sind. Ihre 
Summe wird sich dann derselben Grenze 
(2.) S^Ä + Bi 

nähern, wie man auoh die Glieder der Reihe anordnen mag. 
Salz 1. Uine Reihe (mit redien oder komplexen Olie- 
dem) ist unbedingt konvergent, wenn die Summe der ab- 
soltUen Beträge ihrer einzelnen Glieder konvergiert. 

Beweit. Ist 

(3.) ro = I ao + 6o« 1 , n « | ai + 6it | , r2 = | oa + W | • • • , 

80 konvergiert- nach Voraussetzung die Reihe 

^0 + ♦"! + *'2 H • 

Nnn ist aber 

ro fe I oo I , n fe I ai I , ra ^ I oa I , . . . , 

roö5|io|, ri^|6i|, ra^ | Ja] , ...,' 

fol^ch sind die Reihen 

|ao| + |ai| + |a2| + ---, 

|6o| + |6i|+|6a| + -- 
erst recht konvergent, d. h. die Reihen 

oo + «1 + «a H und 6o + Äi + ^ H 

sind nach Formel Nr. 118 der Tabelle unbedingt konvergent. 
Deshalb gilt auch dasselbe für die Reihe 

(«0 + Jö») + (öl + M + (02 + W) + •••. 

Der Wortlaut dieses Satzes stimmt genau überein mit 
dem letzten Satze in § 55 (S. 269, vgl. auch Formel Nr. 118 
der Tabelle); dort handelte es sich aber nur um Reihen 
mit positiven und negativen reellen GUedem, während hier 
die einzelnen Glieder komplexe Größen sind. 

Umkehnmg. let eine Reihe mit komplexen Oliedem 
unbedingt konvergent, so konvergiert auch die Summe der 
absoluten Bdräge. 

Beweis. Unter Benutzung derselben Bezeichnung wie 
in Satz 1 konvergieren nach Voraussetzung die beiden Reihen 

|ao| + |«i| + |a9l + -- 
und 
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|6o| + |6i| + |62| + ---; 
deshalb konvergiert aach die Reihe 

(|ao| + |6o|) + (|ai| + |6i|) + (|a2| + |62|) + -t 
die nur positive Glieder enthalt Nach Satz 1 in § 106 ist 
aber der absolnte Betrag einer Srnnme (gleich oder) kleiner 
als die Srnnme der absoluten Beträge, es ist also 

ro=|ao + W|^|ao| + |6o|, 
n = I «1 + W I s^ I Ol I + 1 6i I , 



folglich ist die Reihe 

ro + ri + r2H 

erst recht konvergent. 

Auch die Sätze, welche in § 56 f äf* die Addition, Sub- 
traktion, Multiplikation und Division zweier unbedingt kon- 
vergenten Reihen und über die Wurzelausziehung aus Reihen 
mit redien GUederii bewiesen wurden, lassen sich jetzt auf 
Reihen mit komplexen Gliedern übertragen. Dadurch erhält 
man die folgenden Sätze: 

Satz 2. Sind 

(4.) 27 = uo + «1 + ^2 H und y=t;ö + Vi + ^H 

zwei (bedingt oder unbedingt) konvergente Reihen^ so werden 
diese Reihen addiert ^ indem man die gleichsteUigen Glieder 
addiert; es wird also 

(5.) U+ V^{Uo+Vo)+{Ui + V0 + {U2 + V^ + '". 

Ebenso findet man für die Subtraktion der beiden 
konvergenten Reihen 

(6.) U— V^(Mo — vo) + {ui — vi) + (U2 — vä) + •••. 

In derselben Weise kann man auch die algebraische 
Summe von drei oder mehr konvergenten Reihen mit kom- 
plexen Gliedern bilden. 

Satz 3. Sind 

(7.) l7=xMo + ui + U2 + *" und F«t;o + vi + t^H 

zwei unbedingt konvergente Reihen (deren Glieder jetzt auch 
komplex sein dürfen), und ist 
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Wo = UoVoy 

tOl = WoVi + UiVoj 

W2 «= fioV2 + UiVi + U2V0, 



«0 ist auch die Reihe 

Wo + «^1 + «;2 H 

unbedingt konvergent y und ihre Summe W ist gleich dem 
Produkte UV der Summen der beiden ersten Reihen. 
Beweis. Nach Yoraossetzung sind die Reihen 

|wo| + |tii| + |u2| + --- und |t;o| + |t;i| + |t;a| + ... 

konvergent Bezeichnet man ihre Summen bezw. mit U^ 
und F', und mit TF' die Reihe, welche durch Multiplikation 
der beiden Reihen U^ und F' entsteht, so kann man in 
diesen drei Reihen die Summen 17'«, T'», TF'n der n erstea 
Glieder absondern und findet ebenso wie in § 56, daß 

+ (|ui|.|t;^i|+|u2|.|t;,,-aH |-|w«-2Mv2|+|ti,.-i|.|i;i|) 

= |tt«_ii;^iH- (Iu«_2t;,.-i| + |u„-.iv^2|) H 

für hinreichend große Werte von n beliebig klein wird; 
folglich wird nach den Sätzen des vorhergehenden Para- 
graphen der absolute Betrag von 

Un Vn — Wn^' tt«_iV^l + (Un^2Vn-i + U^iVn-2) H 

+ (wit;„-i + tt2t;„_2 H h w*»-2V2 + u^^iVi) 

erst recht beliebig klein, denn der absolute Betrag einer 
Summe ist kleiner als die Summe der absoluten Beträge. 
Es wird daher 
(8.) lim Wn = lim 17« F« = UV. 



Dabei ist auch wo-{'Wi + W2-\ unbedingt kon- 
vergent; denn ersetzt man die Größen uq, ui, U2} • • m ^Oy 
f i, t;^, . . . durch ihre absoluten Beträge, so verwandeln sich 
die Größen wo, 1^1, t«^,... in ti/o, «^'1, w^2i«.m und es wird 

I M^O I =» W^O, I Wl I ^ Wi, \W2\^ W'2j .... 
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Jetzt ist die Reihe tt/o + tt/i + tt/2 -{ konvergent, 

folglich ist die Keihe 

erst recht konvergent 

Daraus ergibt sich dann auch ohne weiteres, wie man 
das Produkt von drei oder mehr unbedingt konvergenten 
Reihen bilden kimn. 

Macht man die Faktoren eines solchen Produktes 
sämtlich einander gleich, so erhält man die Potenz einer 
Reiha Ist z. B. wieder 

(9.) l7 = uo + t*i + ua + --- 

eine unbedingt konvergente Reihe, so wird auch 
(10.) 17- = ^ + -^1 + ^ + ils + ••• 

eine unbedingt konvergente Reihe. Für die Bildung der 
einzelnen Glieder ilo, ^i, A^^ Ä^^ . . . gilt auch hier die in 
§ 56 bewiesene Rekursionsformel 

(IL) ntioA« + [n-(m+l)]uiiU-i+{n— a(m + l)]u»^i-a 
+ [n--3(m+l)]u8l,-a+--- + [n-(n— lXm+l)]u^Ui 

+ [n— ii(m+l)]u^-0. 
Aus der MutttpUkatiof/i ergibt sich durch Umkehrung 
auch die Division, und aus der Potemierung ergibt sich 
durch Umkehrung die Wurzdauseiehung. Dabei gelten 
auch hier dieselben Beziehungen und Gleichungen wie die 
in § 56 für Reihen mit reellen Gliedern aufgeführten. Bei 
der Übertragung der Wurzelausziehung auf Reihen mit 
komplexen Gliedern ist nur noch zu beachten, daß die Größe 

(12.) ^ uo = T^ 

nach Formel Nr. 179 der Tabelle m verschiedene Werte 

besitzt. 

§ loa 
Funktionen einer Icomplexen Yeränderiiciien. 

(Vgl. die Fonnel-TabeUe Nr. 180.) 
Da man die Operationen der Addition, Subtraktion, 
Multiplikation und Division bei komplexen Ghrößen in der- 
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§ 108. Fnnktioiieii einer komplexen Verfinderliolien. 529 

selben Weise ausführen kann wie bei reellen, so kann man 
auch ganze und gebrochene rationale Funktionen von einer 
komplexen Veränderlichen 
(1.) z=^x + yi 

bilden. Eine solche Funktion kann immer auf die Form 
(2.) fiz) = f(x + yi) = (p{x, y) + »lKiß| y) = « + vi 
gebracht werden, wenn man die Operationen, welche durch 
die Bildung der Funktion gefordert werden, wirklich uus- 
führt Dabei sind q{x^ y) xmd V^x, y) wieder rationale Funk- 
tionen der beiden Veränderlichen x und y^ die nur reelle 
Größen enthalten. 

Auch irrationale Funktionen von X'{'yi kann man 
bilden, da es möglich ist, bei jeder komplexen Größe n Werte 
der Wurzel n*^ Grades anzugeben. Außerdem kann man 
noch transzendente Funktionen von X'{'yi durch konver- 
gente Reihen erklären. Beispiele hierzu bieten die Reihen 

^■^ 1! "^ 2! "^ 3! ■^"*' 

a? + yi {^ + yif Ax + yif . 

1! 3! "^ 61 "*"*"' 

{x-\'yif {x + yi)^ ^ 

-*■ Ol • 



21 ' 41 

usw., welche bezw. in e', sino;, cosx übergehen, wenn y 
gleich wird. Diese Reihen sind auch konvergent, weil 
die Summe der absoluten Beträge konvergiert Auf die so 
gebildeten Funktionen lassen sich ohne weiteres alle Er- 
klärungen xmd Sätze ausdehnen, welche in der Differential- 
Rechnung für Funktionen von einer redien Veränderlichen 
gegeben worden sind. Namentlich kann man auch hier 
den Differentialquotienten, d. h. die Ableitung der Funktion 
wieder wie in Formel Nr. 16 der Tabelle durch die Glei- 
chung 

az g^.=^ Zi — z 
erklären. Handelt es sich z. B. um die Bildung der Ab- 
leitung von 2r^, so findet man in derselben Weise wie bei 
reellen Veränderlichen 

Kiepert, Differential - Reehnimg. 34 
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530 § 109. ZnnamTnwih d. Fiiiiktioiien e«, sindB, cc%x, 6hi« imd Sofc 
^ = lim ^^''~^ « liin(gi'»-^ + ggi*^ H [.j^^ifi +«*-!) 

wobei ^1 = xi + yif sich, dem Werte e =^ x + yi beliebig 

nähert, indem sich xi dem Werte x imd yi dem Werte y 

beliebig n&hem. Dabei ist 

(8.) dz^dx + idy, dfiz)^ d{u + vi)^ du + idv, 

so daß man es, abgesehen von dem Faktor i, auch hier 

nur mit den Differentialen redler GhröOe zu tan hat 

Bemerkenswert sind hier aber noch die folgenden 
Formeln. 

Man kann f{e) als Funktion der beiden Veränder- 
lichen x xmd y betrachten und erhält deshalb 
df^^dfi^ dg^ df{z) ^ dfje) dz 
dx '^ dz dx^ dy ^ dz dy^ 
oder 

Dies gibt 

oder mit Rücksicht auf Gleichung (2.) 
/cv du , .dt; , .du dv ^ 

also 

,„. ^ ^ du ^ dv 

dx'^ dy^ dy ^ dx 

§ 109. 

Zusammenhang der Exponential- Funktion mit den 
trigonometrischen und den hyperbolischen Funictionen. 

(Vgl die Fonnel-TabeUe Nr. 181 bis 198.) 
Es sei eine Funktion f{z) erklärt durch die Gleichung 

(1.) /•(^) = n.f- + |* + J, + ..., 

wobei z jetzt auch komplexe Werte x + yi haben darf. 
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§ 109. Zasammenli. d. Funktionen e^^ sinx, cosx, ^\nx und Sofa;. 531 

Multipliziert man dieso Beihe mit 
(2.) f{z{) « 1 + ?i + J-' + 1^ + ..., 

80 erliält man 

(3.) f(e) . f(s!{) ^wo + wi + W2'\ , 

wobei nach Formel ^Tr. 119 der Tabelle 

^tf_ 5: I fi^ g» + 2zZi + gjg _ (g + gl)' 

^'"2!'^1!*1!"^ 21 -2! 2! ' 

*^*"'nT'''(n — l)!*T!"^(n — 2)! * 2T"^' * 

(o + ^iT 



■wird. Deshalb ist 

(4.) A.)A.o-l + ^+^-^+^-^^+- = A^+*i). 

Beschränkt man z und Zi auf reelle Werte, so wird 
f(z)^e', Agi) = ^S Ag + gi) = ^^'S 
und Gleichung (4.) gibt die bekannte Belation 
(6.) e* . e^ = e'^-'i. 

Man bezeichnet nun die durch Gleichung (1.) erklärte 
Funktion f{z) auch dann noch mit e' und nennt sie „Ex- 
ponential'FunJäion*^ wenn z beliebige komplexe Werte an- 
nimmt, obgleich dann z kein eigentlicher Exponent mehr 
ist. Es ist also bei dieser Erweiterung des Begriffes die 
Funktion e* nicht mehr als eine Potenz aufzufassen, son- 
dern als die Reihe 

^1!^2!^3!^ 
Wie aber soeben gezeigt wurde, gilt auch dann noch 
die Gleichimg (5.), in welcher das Ädditionstheorem der 
Exponential- Funktion ausgesprochen ist. 

84* 
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532 § 109. ZnsaTnmftnh. d. Funktioiiea e«, sino?, coto?, Sina? xmd(lo\x. 

um zu untersuchen, welchen Sinn e' für komplexe 
Werte von z hat, setze man zunächst x a 0, also e ^yi; 
dann wird 

(6.) e^-(i-g+i;-i;+-...)+i(l^-^+i;-+..) 

— cosy + tsiny. 
Ebenso findet man fär a — yi 
(7.) e-^ = cosy — fsiny. 

Daraus folgt 

(8.) cosy- — ^^ 1 smy« ^ 

Setzt man jetzt z^m x-^-yi^ so wird na<^ Glei- 
chung (6.) 
(9.) eF-^^ « e^eß^ = «»(cosy + tsiny). 

Aus diesen Beziehungen ergeben sich auch mit großer 
Leichtigkeit die Jfoit^reschen Formeln (ygl. die Formel- 
TabeUe Nr. 176 bis 179). 

Setzt man nämlich 

e^ = n,e*-ra, also- e^+'.-nr,, c^-.-!!. 

so wird 

e^+yk^ = ri(cosyi + tsinyi), 

e^^^ r= r2(co8y2 + isinyo); 

deshalb folgt aus Gleichung (6.) 

oder 

(10.) ri(co8yi + tsinyO . raCcosya + »siny^) = 

rir2[cos(yi + ya) + t8in(yi + ya)]. 

Dadurch wird Formel Nr. 176 der Tabelle bestätigt 

Femer folgt aus Gleichung (6.) 

oder 

(11.) (T'-^ = -^:;^ « — (cosy — tsiny); 

deshalb wird 
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§ 109. Znsammenli. d. Fimktionen e*, sino;, cosx, 6inx und üo^x. 533 

(12.) ^^j^ = eC^^ + d^-t^' , 

oder 

/^ov ^i(cosyi + tsinvi) ^i r / x . • • / o 

Dadnrcli wird Formel Nr. 178 der Tabelle bestätigt. 

Durch wiederholte Anwendung des Ädditionsthearems 
ergibt sich das MuUipliktäiofutJieorem der Exponential- 
Fonktion, das in der Gleichung 

(14.) (e^ = ^^ 

ausgesprochen ist Diese Gleichung enthält aber zugleich 
auch das MuUiplikatiansthearem der trigonometrischen Funk- 
tionen, denn sie kann auch in der Form 

(cos9> -f iBmg>y* = cos(n9>) + isin{n9>) 
geschrieben werden und liefert dann die Formeln Nr. 177 
der Tabelle, nämlich 

coB{ng>) s= cos*?) — ( ^ Icos'^VsinV 
(15.) { -f Q)cos'»--*9)sinV— H , 

sin(n9P) = (^ jcos^—^sin^p — f ^ jcos^^^flpsin^jp-l . 

Besonders zu beachten ist noch, daß aus Gleichung (6.) 
fär y « 2jr, 4jr, . . . 2Ajr 

(16.) e^^l, e*^=-l, ...c2^' = l 

folgt, wenn h eine beliebige positive oder negative ganze 

Zahl ist. Femer wird deshalb 

(17.) e"^^* = e' . c2^' = e». 

Die Exponential-Funktion hat also die Eigenschaft, 
daß sich ihr Wert gar nicht ändert, wenn man die Ver- 
änderliche z um ein Vielfaches von 2jri vermehrt. Man nennt 
deshalb 2xi eine „Periode der Exponential-Funktion" und 
C selbst eine „periodische Funktion". In ähnlicher Weise 
sind auch die trigonometrischen Funktionen periodische 
Funktionen, und zwar ist ihre Periode 2jr; denn sie ändern 
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584 § 109. Zosammenh. d. Funktionen e«; «Inx, oosx, <Binx und do^x, 

ihren Wert nicht, wenn man den Wert der Yevänderlichen 
um ein Vielfaches von 2x vermehrt oder vermindert 

Ans den vorstehenden Formeln erkennt man saoh den 
inneren Grand für die nahe Verwandtschaft zwischen den 
trigonometrischen Und den hyperbolisiJien Funktionen. Den 
Gleichxmgen (6.), (7.) und (8.) entsprechen nämlich die Glei- 
chungen 
(6a.) e^ = 6ofu + @inu, (7a.) e-^ = (Sofu — ©inu, 

(8a.) @ofu = ^ + ^ , @mu = '^~'^ ' 

Setzt man u ^=g>ij so erhält man aus diesen Glei- 
chungen 

(18.) eof (g>t) = ?Ü±£:^= C085C, 

(19.) ©in (9)t) = ^ = t sin 9> . 

Setzt man dagegen y = g>i^ so findet man aus den 
Gleichungen (8.) 

(20.) cos{<pi) = "^^"^ = «of 9>, 

(21.) 8in(9)t) = ^ = t ^ = f ©Uly. 

Daraus ergibt sich auch, wie man die Formeln für 
die hyperbolischen Funktionen aus den entsprechenden 
trigonometrischen Formeln ohne weiteres ableiten kann. 

Versteht man unter h eine beliebige positive oder 
negative ganze Zahl, so wird nach Gleichung (17.) 

Daraus ergibt sich unmittelbar 
(22.) 6of (m + 2lwri) = | (e-'+a**' + «-*#-«*-<) = ^{e^ + er^) 

= (Sofu, 
(23.) @in(u + 2hxi) = ^ (c^+a**'— e-«~a^ = | («- — «-•) 

= ©inu. 
Die hyperbolischen Funktionen Soft« und ©inu haben 
daher die Periode 2xi. 



Digitized by 



Google 




§ 109. ZusaniTnimh, d. Fnnktaonen e^, sinx, coarc, &nx and (io\x, 535 

Die hyperbolischen Fnnktionen %qu xmd Stgu haben 
sogar die Periode jrt, denn es wird 

^ = cosjr -f f sinjr = — 1, 
also 

e'+^ = e'.e^= — e», 

folglich wird 

(24.) 2;9(u + ;^t) = 

e^+*^— er-**-^ _ — €■* + fl-^ _ ey — g-«^ _ 

und ebenso ist 

(25.) etfl(u + x0 = ^^(^ = ^ = (5tfl«. 

Setzt man der Kürze wegen 
(26.) 6^= cos^p + t8in9) = *, e~^=co89 — isinq^^^tj 
so wird 

* + ' = 2cos5P, s — ^ = 2tsin9>y ^^ = 1, 
(27.) ^ «*• + <*• = «•HP^ + e-*^ = 2cos(fn9)), 
s^ — <«» = c"»HP' — e~*^ = 2t8in(fn9). 

Nach dem binomischen Lehrsatze erhält man dann 

(, + <)2- = ,*. + (^)^-lt + (^),a-^« + . . . 

oder, wenn man auf der rechten Seite dieser Gleichang je 
zwei Glieder miteinander vereinigt, von denen das eine 
ebensoweit vom Anfange wie d^s andere vom Ende absteht, 

+ (^)«V(**-* + <'^) + - 

Dies gibt mit Rücksicht aof die Gleichongen (26.) 
und (27.) 
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586 § 109. Znnammwih. d. Fnnktioneii c, sinx, cos«, €inx and Cof «. 
(28.) 2«-(co895)*» = 2coa(2n95) + (^)2co8(2n — 2)9 
4-(^)2oo8(2n-4)9+- 

Ebenso findet man 
(29.) 2»"+Hco89))*»+i = 

2co8(2n + 1)9 H-^^r*" ^)2co8(2« — 1)9» + ••• 

Bildet man jetzt in ähnlicher Weise 
(s — <)*• = (**• + <*0 — (^)»<(*«*-* + **•-«) 

+ (^^)*«««(*«-* + *«-*) + .. . 

+ (- l)"-'(„^ j)*^><*->(*» + ««) + (- 1)-(^)**^, 

so findet man mit Rücksicht auf die Qleichnngen (26.) 
und (27.) 

(30.) (— l)f2«^sin9)«- = 2co8(2n9) — (^)2cos(2n — 2)9 
+ (^^)2co8(2n-4)9-+- 

+ (- l)-^(„^ j2co8(29) + (- ir (^)- 
Dagegen wird 

(,«».+1 _ <*.+!) — (^** r*" ^)rf(««--» — <«^>) H 

+(-i)-(^"+^)*-^(*-*). 
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§ 110. Logarithmen der komplexen GrOfien. 537 

Berücksichtigt man jetzt wieder die G^leicliimgen (26.) 
und (27.) und dividiert beide Seiten der Gleichung durch t, 
80 erhält man 

(31.) (— iy2«*+H8Üi9>)*-'^ = 
28in(2n + 1)^ — ^ + ^)28in(2n — l)^ H 

+ (-l)-^(^J:/)38in(39) + (- iy(^ + ^)28in^. 

Ähnliche Formeln lassen sich audi fär die Aj/rper» 
bolischen Funktionen herleiten. 

Bemerkuiffen. 

1. Dem Anl&nger wird dringend empfohlen, diese Formeln 
dnrch Zahlenbeispiele einznüben, also die Aasdrücke ffir cOsVi sinV> 
ooeV» sinVt cosVi sin V« • • • wirklich zu bilden. 

2. Die Yorstehenden Formeln finden in der Int^gral-Bechnung 
eine wichtige Anwendung. 



§ 110. 

Logartthmeii der komplexen Größen. 

(VgL die Formel -Tabelle Nr. 194 nnd 195.) 

Nach Gleichung (9.) des vorhergehenden Paragraphen 
war 

(1.) e»+«^ « c* . e«^ = c^cosy + tsiny) =« u + vi, 

wo 

(2.) u = e»cosy, V ^ e'einy 

reeUe (jhröflen sind. Hierbei waren x xmd y ganz beliebige 
Größen. Man kann aber auch die Gleichung (1.) befrie- 
digen, wenn die Gh^ßen u und t; beliebig gegeben sind, 
denn aus den Gleichungen (2.) folgt dann 



(3.) 


c««-=u« + t;«, oder ' x = ^]n{u* + v^ , 
tgy = ^, oder y = arctgQ), 


wobei m 


an den Wert von y so bestimmen muß, daß 
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538 § 110. Logarithmen der komplexen Größen. 



o<y<f. 


wenn 


tt > 0, v > 0, 


f <»<^, 


n 


tt<0, t;>0, 




31 - 


tt<0, v<0, 


^<y<2., 


n 


tt > 0, t; < 



ist, damit die GHeichungen (2,) befriedigt werden. 

Für redle Größen war nun der natürliche liogarithmos 
einer Zahl a der Exponent, zu welchem die Basis e er- 
hoben werden muß, damit man a erhält, d. h. aus der Glei- 
chung 

e« SS a folgte a = Ina. 

Man erkennt aus dem vorstehenden, daß man diese 
Erklärung jetzt ohne weiteres auf komplexe Ghrößen aus- 
dehnen kann, indem man aus Gleichung (1.) die Gleichung 

(4.) a; + yf = ln(u-f vf) 

ableitet. Dabei tritt aber der äußerst bemerkenswerte um- 
stand ein, daß der Logarithmus von u + vi unendlich vide 
Werte haben kann, denn nach Formel Nr. 186 der Tabelle 
wird für ganzzahlige Werte von h auch 
(6.) c^+rr+JU«^ = u -f- vi. 

Dies gibt 
(6.) ]n{u^-vi)^x + yi + 2hxi. 

Liegt y zwischen — x und + ^i ^o nennt man x + yi 
den „Hauptwert von ln(u + viy*» Aus diesem gehen alle 
übrigen Werte von ]n(tt + vi) durch Addition eines ganz- 
zahligen Vielfach*en von 2xi hervor. 

Aus der Gleichung 

(7.) e*' = cosjr + tsinjr = — 1 

folgt z. B. 

(8.) ln(— 1) = Jrt + 2hxi = (2A + l)xi. 
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§ 111. Zneammenliaiig der Funktionen In«, arctg« und Wci^x, 539 

§ 111. 

Zusammenhang 
der Funktionen \nxj arctgo? und WcZ^x. 

(Ve^ die Formel-Tabelle Nr. 196 and 197.) 
Nach Formel Nr. 102 der Tabelle istfür— l<x< + l 



(1.) 

also 
(2.) 



ln(l-») 1-3-3-4 — 



Kr^D-^e+f +?+■■)• ■ 



Damals war x eine reeUe Größe; jetzt gelten aber die 
zur Herleitong dieser Reihenentwickelong notwendigen Vor- 
aossetznngen auch noch^ wenn x eine komplexe Größe ist, 
deren absolnter Betrag kleiner als 1 bleibt. Setzt man 
z. R X » 9)t , wo ^ eine reelle Größe zwischen — 1 und 
4- 1 sein möge, so erhält man 

Dies gibt aber na<^ Formel Nr. 108 der Tabelle 
(4.) hi(^^^)=2tarctg9>. 

Nach Formel Nr. 75 der Tabelle war 
(6.) «r3:flx = |ln(l±^, 

folglich wird, wenn man x » ^ setzt, 
(6.) «r3;ß(g)i)-|ln^±^) = tarctg9>. ^ 

Setzt man dagegen in 

X ofi ofi x"^ 
(7.) arctga; = J- — -g +^ — y-l 

X = 9», so findet man 

(8.) arctg(9») = ^0 + ^4-^ + ...)= mxlQ^. 
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XIV, Abschnitt. 

Wurzeln einer algebraisehen Gleichung 
fix) = 0. 

§ 112. 

Existenz der Wurzeln einer algebraisclien Gleicliung 

Ax) = 0. 

Zerlegung einer ganzen rationalen Funktion n^^ Grades 

in n lineare Faictoren. 

Eb sei 
(1.) f{x) = aaf^ + aix*-^ + a2X*^ -f . . . -|- af^ix + a^ 
eine ganze rationale Funktion n*^ Grades von a?, wobei die 
Koeffizienten a, aij a^y-^an reelle oder komplexe Gbrößen 
sind; nur werde zunächst vorausgesetzt, daß a von Null 
verschieden sei, dann nennt man 

f(x) = aaf^ + aias*-^ + oaac*-^ -| h a^^xx + a„ = 

„eine algebraische Gleichung n^^ Ghrades^. 

Ist nxm f(x) für irgend einen reellen oder komplexen 
Wert von x nicht gleich Null, so kann man, wie sich streng 
nachweisen läßt*), die komplexe Größe h stets so be- 
stimmen, daß 

\nx-\-h)\<\nx)\ 

wird. Auf diese Weise kann man nach und nach andere 
und andere Werte von x finden, für welche \f{x)\ kleinere 
und kleinere Werte annimmt, bis schließlich 

liin( f{x) 1 = 0, und deshalb auch lim/(a;) = 

*) Der strenge Nachweis möge hier übergangen werden, damit 
der Umfang dieses Lehrbuches nicht allzn groß werde. 
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§ 112. Existenz der WniaeLo. einer algebraischen Gleichung. 541 

wird. Ein solcher Wert von x wird ^eine Wurzel der 
algebraischen Gleichung f{x) = 0^ genannt Es gilt also 

Satz 1. Jede dgAraiache Oleichung besitzt Wurzeln. 

Ist x\ eine Wurzel der Qleichong f(oi) = 0, so wird 
(2.) A^i) = Äa:i« + aiXi»^A + fl2a?i'^H V^n^iXi + an = 0. 

Subtrahiert man die Gleidiungen (1.) und (2.) von- 
einander, so erhält man 

(3.) Aa?) — Aa?i) = Aa?) = a(a^ — xi*)+ai(x^i — xi— 1) + 
aj(a*-a _ ^-^n-a) ^ ^ a^-i(a; — «O, 

oder nach Formel Nr. 18 der Tabelle 

(3a.) /l(a;) = (« — ay^oCa^—^+xia^'^ + aJi^x^-SH ha^i'^^) 

+ a4pif'-^+xi3if^-^+xihf^^-\ Vxi'^'^ 

+ 

+ a,^a? + xi) + a,^i]. 

Bezeichnet man die ganze rationale Funktion (n — If*^ 
Grades in der eckigen Klammer mit f\{x\ so wird daher 
(4.) A^)=(a:— a^)A(«) = (a;— xi)(ax^i+6ix*-J2^... + 6«_i)^ 
wobei 

hl = axi + ai, 62 = ÄXi* + a\Xi + 02, 

Damit ist der folgende Satz bewiesen: 

Satz 2. Ist xi eine Wurzel der Gleichung f{x) = 0, so 
ist f{x) durch den Faktor x — Xi ohne Rest teilbar. 

Nach Satz 1 hat jetzt auch die Gleichung (n — If^ 
Grades fi(x) = Wurzeln. Eine solche Wurzel sei x^; dann 
ist nach Satz 2 

(6.) fi{x) = {x — X2)Mx), 

wobei 

f^x) = ax*-^ + dX'*-^ + C2X^-^ H [- Ct^2 

eine ganze rationale Funktion (n — 2)^^ Grades ist. Ebenso 
findet man die Gleichungen 

(6.) Mx)={x—xs)Ux)={x—XB){ax^i^ + diJ^-^+' . • +d,^), 
(7.) Mx)={x—X4)f4{x)={x—X4){aaf^+ e^x'^s^ ... ^ ^^^)^ 

(a) /'^a(a;) = (x — x^i)/'^i(x) = (x-x^i)(ax + i), 
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542 § 112. Zerlegong der Fnnktion /(o?) in lineare Faktoren. 

k 
(9.) fn^i{x) = a(x — Xn), wobei x„ = — - 

ist. Multipliziert man die Gleichungen (4.) bis (9.) mitein- 
ander nnd bebt die Faktoren 

fi{x), Ux), Ux),...f^ix) 
anf beiden Seiten fort, so erhalt man 
(10.) fipc) = a(x — Äi)(x — X2){x — Xö) - . • (a? — x^)' 

Daraus folgen die Sätze: 

Satz 3. Jede ganze rationale Funktion n^^ Oradea 
laß sich in n lineare Faktoren (d. h. Faktoren ersten Ghrades) 
zerlegen. 

Satz 4. Jede Gleichung n*^ Oradea hat genau n Wurzeln. 
Aus Gleichung (10.) ersieht man n&mlich, daß f{x)=^0 
wird für die n Werte 

x = xi, X =^ X2j a? = x^,...3? = Xf^j 

und daß f{x) für keinen anderen Wert yon x verschwinden 
kann. Denn wäre f{x) = für x = acit+i, wobei Xm^i von 
^1) ^1 XQ,...Xn verschieden sein soll, so würde ans Glei- 
chung (10.) folgen 

(11.) a{xn+i — a;i)(a;„+i — X2){Xn+i — x^... (Xn+i — aj^) = 0. 

Dies ist aber ein Widerspruch, denn nach Voraus- 
setzung sind sämtliche Faktoren dieses Produktes von 
verschieden. 

Daraus geht auch hervor, daß die Zerlegung ein- 
deutig ist. 

Läßt man die Voraussetzung, daß a von Null ver- 
schieden sei, fort, so folgt aus der Gleichung (11.)) daß 
a = sein muß, imd daß sich f{x) auf die rationale ganze 
Funktion (n — l)*««^ Grades 

aiof*^^ + a^xf^^ + • ' • + «n-ia? + ^n 

reduziert , welche für mehr als n — 1 Werte von x ver- 
Bchwindet. Daraus würde man wieder schließen, daß auch 
<ii = sein muß. Indem man diesen Schluß wiederholt, 

findet man 



Google 

1 



Digitized by 

i 



f US. Gkiche Wureeln einer A]g<ebm3clLe[i GleidbiiDg. 543 

Satz 5. Verackwindei die ganze rationale Funktion 
n*^ Oradea 

fix) = ox» + aix*-i H h a^ia? + fl„ 

für mehr als n verschiedene Werte von x, so müssen sämt- 
liche Koeffizienten o, ai, 02, . . . aj»— 1, a« gleich sein. 

Weiß man z. R, daß 

oo; -f~ Ai = () 
wird für zwei verschiedene Werte von x^ so kann man 
daraus schließen 

a = 0, ai = 0. 

Oder wenn man weiß, daß 

aa^ + ai« + 02 = 
wird für drei verschiedene Werte von o;, so kann man 
daraus schließen 

a = 0, ai = 0, 02 = 0. 

Ans Satz 5 ergibt sich aach der 

Satz 5a. Sind zwei ganze rationale Funktionen n*^ 
Orades 

F(x)=^Aaf^ + ÄiX^^ + ••• + Än-.iX + An 
und 

0{x) = Baf" + Bix^^ H h Bn^ix + Bn 

für mehr als n Werte von x einander gleich, so müssen die 
gletchstelligen Koeffizienten einander gleich sein, d. h. es muß 

Ä = Bj J.i = jBi,. ..-4„_i = -B„__i, -4,» = jB„ 
sein. Der Beweis folgt aus Satz 5, indem man 

F{x)-0(x) = f{x), 
also 

A — £=a, Äi — -Bi=ai,...J.,»__i — 5»-. i = a„_i, An — B^-^an 

setzt 

§ 113. 

Gleiche Wurzeln einer algebraisclien Gleichung. 

Es ist nicht ausgeschlossen, daß unter den n Wurzeln 
Xi, X2^...Xn einer Gleichung n**^ Grades auch etliche ein- 
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544 § 118. Gleiche Waraeln einer algebraischeii Gleichung. 

ander gleich sind. Ist z.B. 2:2 = ^19 so wird nach dem 
vorstehenden 

(1.) f{x)^{x-x{fUx), 

(2.) nx) = 2(x — x,)f2{x) + {x- x{ff%x) 

-^{x-x,)[2Ux) + {x-x{ir^x)], 
oder, wenn man den Ansdrack in der eckigen Klammer 
mit 93(0;) bezeichnet, 

(2a.) nx)~{x-xi)ifix), 

d. h. 071 ist dann auch eine Wurzel der Oleichnng 

nx) = 0. 
Dieses Resultat kann man noch verallgemeinem. Ist 
Xi eine a- fache Wurzel von f{x) = 0, ist also z. B. 

^1 = a^ = a% :^ • • • = X«, 

SO wird nach dem vorstehenden 

(3.) m^{x-x,Yax), 

(4) nx) = a(x — Xir-'Ux) + {x- xO-fUx) 

= {x- xO-Hc/ (X) + {x -x^if^x)], 
oder, wenn man den Ausdruck in der eckigen Klammer 
wieder mit g)(x) bezeichnet, 
(4a.) f\x)^(x — Xir''v(po). 

Dies gibt den 

Satz. Ist Xi eine a- fache Wurzd der Gleichung /*(a;)=0, 
80 ist Xi eine (a — 1)- fache Wurzek der Oleichung f\x) = 0, 
eine (a — 2) -fache Wurzd der Oleichung f\x) = 0, . . . und 
eine einfache Wurzd der Oleichung /^•-^>(x) = . 

Ein besonderer Fall hiervon ist der, daß 
011 = 0, a»_i = 0, a„_2 = 0, ...a,^-^+i =0 
wird; dann reduziert sich die Q-leichung des n*^ Q-rades 
auf 

(5.) f{x) =ax'' + aiof*-^ H h a,_i,a;« = 

und hat die a- fache Wurzel x = 0. 

Setzt man x = ji so geht die Q-leichung f(x) = 
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§ 114. Auftreten komplexer Winseln einer Gldohnng^. 546 

oder, wenn man die ganze Oleichnng mit t^ multipliziert, in 
(6.) aj^ + (h^it^^ + •:• + ait + a^0. 

Jeder Wurzel <« dieser Q-leichung entspricht eine 

Wurzel X9 = j- der G-Ieicliang f{x) = 0. Wenn nun 

ist, so reduziert sich Gleichung (6.) auf 

(6a.) aj^ + on^it^' + .-. + aa^ = 

und hat die a-fache Wurzel ^ = 0, folglich werden in 

diesem Falle a Wurzeln der Gleichung f{x)==0 unend- 

Udi groß. 

§ 114. 

Auftreten komplexer Wurzeln einer Gleichung. 

Die Wurzeln einer algebraischen Gleichung können 
reell sein, sie können aber auch zum Teil komplex, ^ja sie 
können auch sämtlich komplex sein. Über das Auftreten 
komplexer Wurzeln gilt aber der folgende 

Satz 1. Sind die Koeffizienten einer Gleichung n*^ 
Orades f(x) = sibnttich reell, u/nd ist Xi=^g -{-hi eine 
Wurzd dieser Gleichung, so muß auch g — hi eine Wurzel 
dersdben sein. 

Beweis. Nach Voraussetzung ist 
(1.) fix) = (X - xi)fi{x) = {x-g- hi)fi{x). 

Diese Gleichung gilt für alle Werte von x, folglich 

bleibt sie auch richtig, wenn man x auf reelle Werte be- 

ffx) 
schränkt Bringt man dann — — — = fi{x) auf die Form 

a? — a?i 

P + Qi, wo P und Q reelle Größen sind, so wird 
f{x) = {x-g-ht){P+Qi). 
Nun ist 
(20 ix-^g-ht){P+Qi)=[{x-g)P+Qh] + [(x-g)Q-Ph]i,, 
(3.) {x-g+hi){P-Qi)=[{x-g)P+Qh]-[(x-g)Q-Ph]i. 

Kiepert, Differential -Beohnong. 35 
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546 § 115. Eiementare symmetdBohe Fnnktioiifiii der WonseliL 

Da aber 
(4) {x-g-ht){P+Qt)^f(x) 

eine reeüe Qröße ist, so muß 
(6.) {x—g)Q — Ph = 

sein, d. h. {x — g)Q — Ph muß für ofla Werte von z gleich 
Null sein. Daraus erkennt man nach Gleichung (3.), daß auch 
(6.) {x-g + hi){P-Qi)^f(x) 

wird. Die komplexen Wurzeln einer Gleichung n^ Ghrades 
mit reellen Koeffizienten treten also paarweise auf, so daß 
jeder komplexen Wurzel die konjugierte G-röße als eine 
zweite Wurzel der Gleichung zugeordnet ist 

Dies gilt auch noch, wenn xi's^g + ki eine mehrfache 
Wurzel der Gleichung ist; denn aus 

f(x)^{x-g-MYUx) 
folgt, wenn man fa{x) auf die Form P« + Q ^ hringt, daß 
(7.) nx) = (x-g-ht^Pa + Qai) 

ist Da sich aber f{x) nicht ändert, wenn man -f-^ ^^ 
— i vertauscht, so ist auch 
(a) f(x) =^(x-g + hif{Pa - Qai). 

Daraus folgt unmittelbar 

Satz 2. Sind die Koeffizienten der Gleichung n*^ Gra- 
des sämtlich reeü, und ist n eine ungerade Zahl, so muß 
mindestens eine Wurzel der Gleichung redl sein. 

§ 116. 

Die elementaren symmetrischen Funktionen 
der Wurzeln. 

(Vgl die Formel-TabeUe Nr. 198.) 

Erklärung. Eine Funktion der n Veränderlichen Xi, 
X2,...Xn heißt symmetrisch, wenn sie bei jeder beliebigen 
Yertauschung (Permutation} der Veränderlichen unverändert 
bleibt 

Die algebraischen Gleichungen liefern Beispiele für 
die symmetrischen Funktionen. Sind z. B. xi und X2 die 
Wurzeln einer quadratischen Gleichung 
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§ 116. Elementare symmetrische Funktionen der Wurzeln. 647 
so wird nach § 112 

(1.) f{x) = {X — Xi){X Xä) = X^ — {Xi + X2)X + X1X2; 

folglich erhält man 

(2.) fi = rci + X2j h = ^i^' 

Sind Xi, X2, xs die Wurzeln einer kubischen G-leichung 
fix) ^a? — Ux^ + fax — fa = 0, 
so wird nach § 112 

(3.) f{x) = (x — xi)(x — xa) (x — ocs)j 

oder, wenn man die Multiplikation ausführt, 
(4.) f{x) = a? — (xi + Xa+X8)x*+(xiXa + XiX8 + xaX8)x — XiXaXs, 
folglich erhält man 
(6.) fi = Xi + X2 + X8, f2 = a:ia52 + ÄJiXö + XaXsi fs = aJi^Cäacs. 

So kann man fortfahren und findet das folgende all- 
gemeine Ergebnis. Sind xi, X2, ...Xm die Wurzeln der 
Gleichung 

(6.) /'(X) = X* — fiX^l + f3X^2_f3a;i.-8^ ±f« = 0, 

SO wird nach § 112 

(7.) fix) = (x — xi)(x — xj)(x — xa) . . . (x — x^), 

oder, wenn man die Multiplikation ausführt, 

(a) fix) = X* — (Xi + XäH ['Xn)X^^+iXiX2 + XiXü'\ 

+ x„_ix«)x*^^ 1 ±XiXaX8...x,,. 

Da die Ausdrücke auf der rechten Seite von Glei- 
chung (6.) und Gleichung (8.) einander gleich sind für alle 
Werte von x, so müssen nach Satz 5a in § 112 die gleich- 
stelligen Koeffizienten einander gleich sein, es wird also 

fi = xi + X2 + Xs H h a?„, 

f2 = xiXä + xiXs H h x„-ix„, 

fa = XiXaXs + X1X2X4 H + Xn-^n-lXnt 



(9.) 



f„ *= X1X2X3 . . . x„. 

Die Größen fi, f2, fs, . . . fn sind, wie man ohne weiteres 
erkennt, symmetrische Funktionen der Wurzeln Xi, X2, xa, 
...Xm, und zwar nennt man sie „die elementaren symme- 

85* 
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548 § 116. Interpolationsformel von Lagramge. 

trischen Fonktionen^^, erstens, weil sie besonders einfaoh 
gebildet sind, namentlich aber, weil sich jede rationale 
symmetrische Funktion von xi, X2i- -^w rational durch die 
Chrößen fi, fg, ...fn ausdrücken läßt. 

Der Beweis dieses Satzes soll aber hier übergangen 
werden, da in dem folgenden keine Anwendung davon ge- 
macht wird. 

Jede algebraische Gleichung n^^ Grades 

aaf* + aiof*"^ + oax*^^ -| -|- a^^ix + a,, = 

kann man, indem man sie durch a dividiert, auf die in 
Gleichmig (6.) angegebene Form bringen. Dadurch wird 

(10.) n = -5. f2= + ?. fs^ ?«•••• 

a a a 

Bei den folgenden Untersuchungen soll daher von 
vornherein vorausgesetzt werden, daß der Koeffizient von 
x^ in f{x) gleich 1 sei 

Die Auflösung der allgemeinen algebraischen Glei- 
chungen n**^ Grades durch Ausziehen von Wurzeln ist nur 
für n = 1, 2, 3 und 4 möglich. Ist n^5, so ist eine 
solche Auflösung nur ausnahmsweise möglich. Dagegen 
gibt es Näherungsmethoden, durch welche man die Wurzeln 
jeder algebraischen Gleichung mit beliebiger Genauigkeit 
berechnen kann. Von diesen Methoden mögen die ein- 
fachsten (unter Beschränkimg auf die reellen Wurzeln) in 
dem folgenden Abschnitte erläutert werden. 

§ 116. 

Interpolationsformei von Zdgrange. 

(Vgl. die Formel -Tabelle Nr. 199.) 
Aufgabe. Man soU die ganze rationale Funktion 
(n — 1)*^° Grades 

(1.) y = ^0 + ^ix + Aax« + ... + Ä^iof^^ 

so bestimmen, daß sie für n gegebene Werte von x, näm- 
lich für X gleich Xi, X2^*-'Xn bezw. die vorgeschriebenen 
Werte yi, y2^' "Vn annimmt. 
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§ Ue. iBterpolatiOMfoffUMl toh Iiyriy, &49 



AnfHwn^ Die gesuchte Funktion ist 

(2.) y = 

(x— a^)(x— a:ii)...(x— xj (x— xi)(x— xa)... (x— xw) 

V^'^fZZ — zr^TZ — z^ — jz: — ~;yj 



(»i— a^Xa^i— «^••-(^1— «J (^— xi)(xr— X3)...(x^— xw) 

(X — xi)(x — x^...(x — x»_i) 
"^' "*"(x»-xO(x.-xi)...(xw-x^O^** 

Diese Funktion ist in der Tat eine ganie rationale 
Funktion (n — 1)^^ Orades, dmin jedes OUed ist vom Grade 
n — 1. Sie nimmt aoch for die gegebenen Werte von x 
die yorgesclirid>enen Werte an, denn für x «» xi ist nur 
das erste Glied von Null verschieden nnd nimmt den Wert 
ffi an; for x = a^ ist nur das zweite Glied von Null ver- 
schieden and nimmt den Wert y^ an; usw. For x = x» ist 
nur das letete Glied von Null verschieden und nimmt den 
Wert ffn an. 

Man kann Gleichung (2.) noch auf eine einfachere 
Form bringen, wenn man 

(8.) f{z) = (X — Xi)(X - J^{X — Xs)...(x — Xn) 

setzt; dann wird 

(4) rix)^ 

(x — X2) (x — Xi) . . . (x — x„) + (x — xi) (x — a^) . . . (x — x„) 

H [-(x — Xi)(X — Xä) . . . (x — X^i). 

Dies gibt 

f\Xi) = (Xi — Xi)(Xi — Xfe) . . . (xi — xj, 
f'i^) ^ {X2 — X{i{Xi — Xt) . . .{X2 — Xn)y 



(6.) 



f'i^m) «= {Xm — Xi){Xn — 052) ... (x^ — X^i). 

Hit Hilfe dieser Ausdrücke geht Gleichung (2.) über in 



(6.) y «° /^__^ A///^> + /^ ^x///^ X H 1 



(X -xor(xi) ^ (x-xi,)nxä) ^ ^ (x-x^)r(x^) • 
Man soll die Funktion 
y^Ao + AiX + A^ + A^ 
bestimmen, welche für die Werte 

x«l, x«4, x«b6, x=«9 
besw. die Werte 
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650 § 117. Interpolatlonsfonael von Newton, 

annimmt. 

Auflösung. Hier wird 

(7\ ^^q (^-'^)i^-^)i^-9) , . {x-l){x-6){x-9) 
^ -^ ^ (l_4)(l_6)(l-9) "^ ^ (4-l)(4-6)(4-9) 

(X— l)(x-4)(g-9) (g^l)(a?-4)(x-6) ' 

■^ (6— 1)(6— 4)(6— 9)f ""(Q— 1)(9— 4)(9 — 6)' 
oder 

y = — ^(x» — 19a;«+114aj— 216) + i(x8— 16a;«+69aJ— 54) 

— ^(x8— 14x«+49a?— 36) + ^(a:»— llx2+34x— 24), 
oder 
(a) 1 Oy = x» — 1 5x2 + 64x — 30 . 

Man kann der Interpolationsformel von Lagrange eine 
geometrische Deutong geben, wenn man xi, yi\ xa, ^2; 
•••aJ#i, Vfi als die Koordinaten der Punkte Pi, P2,...P« 
betrachtet. Dann stellt die Gleichung (2.) eine Kurve dar, 
welche durch die Punkte Pi, Pa,...P,i hindurchgeht 



§ 117. 

Interpolationsformel von Newton. 

(Vgl. die Formel-TabeUe Nr. 200 nnd 201.) 
Die in dem vorhergehenden Paragraphen behandelte 
Aufgabe, eine ganze rationale Funktion y = f{p^ so zu be- 
stinmien, daß sie für n gegebene Werte von x, nämlich 
für X gleich a?i, X2j...Xn bezw. die vorgeschriebenen Werte 
Vu y2j"'yn annimmt, läßt sich auch in folgender Weise 
lösen. Man setze 

(L) y = 

yi + Äi{x—xi)+Ä2{x—XiYx--X2) + Mx—Xi)ix—^)ix—^) 
H ['Än^i{x—Xi){x—X2) . . . (a?— x^-i), 

wobei über die Koeffizienten uii, ui2>--^f»-i noch passend 
verfügt werden soU. Zunächst erhält y für x ^ Xi den 
vorgeschriebenen Wert yi; sodann findet man für x=^X2 
aus Gleichung (1.) 
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§ 117. Interpolationsfoniiel Yon NewUm, 551 

(2.) ya = yi + ^i(i»a — xi), 

oder 

(3.) ^,==j^ziyL. 

^ X2 — XI 

Für X = a^ wird 
(4.) Jfe = yi + -4i(a?3 — xi) 4- A4p^ — «iX^s — xa), 
oder 
(5) ^ ^ (ys — yO — ^(a^ — gl) 

Indem man so weiter fortfährt und für x die Werte 
X4, Xö, ...Xm einsetzt, kann man die Koeffizienten J.8y ^, 
...An-i der Reihe nach berechnen. 

Für das im vorigen Paragraphen durchgeführte Bei- 
spiel, bei dem 

Xi = l, X2 = 4, X3 = 6, X4 = 9, 

yi = 2, y2 = 6, ys = 3, y4 = 6 
war, findet man also 
(6.) y = 2+^i(x— l)+^2(x— l)(x— 4)+J^x— l)(x— 4)(x— 6). 

Dies gibt für x = 4 
(7.) 5 = 2 + 3^1, oder ^i = l; 

für X = 6 wird 

(8.) 3=2 + 5^ + 5.2^2 = 2 + 5 + 10^2, oder ^2 = —?-; 

und für x = 9 wird 

(9.) 6 = 2+8^1+8 . 5^2+8 . 5 . 3il3 = 2+8—16+120^8, 

oder 

(10.) ^ = 1. 

Man erhält also in Übereinstimmung mit G-leichung 
(8.) in § 116 

(ll.)y = 2+(x-l)-|(x-l)(x-4)+^(x-l)(x-4)(x-6). 

Besonders einfach wird diese Interpolationsformel, 
wenn 

(12.) X2 — Xi = X3 — Xä = X4 — a!^ = ... = x„ — X,»— 1 = h 
wird; dann setze man 
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552 § 117. Interpolationsfoniiel von NeufUm, 

(13.) v2—yi = ^yii ys—Vi « ^yä, yi—ys ==» ^ya.. 
(14.) ^y2— ^yi=^i, ^ys— ^y2=^2, JyA—Jys^J^^i.-^ 
(16.) z^Vr- i^i=^i, ^8— ^^=-^2, ^4— ^/V— -^^-1 

(16.) zi*»^ — ^^1 = ^^+ Vi» ^**y8 — ^**y2 = ^**+^,.... 
Au8 dieser Erkläxxmg folgt durch Analogie mit dem 
binomifichen Lehrsatas, wie man auch durch den Schluß von 
n auf n + 1 streng beweisen kann, 

(17.) i^Vi^y^— 2yi+yit ^^-=y4— 2y8+y2,... 

(la) ^i = y4— 3yö+3y2— yi, -^2 = ys— 3y4 + 3yö— ya,... 

a9.) -^^i = yii.+i— (^)y*»+(2)yi«--i— (3)yi«--2+ 

+ (7)j^Tyi- 

Die Gleichungen (13.) bis (16.) kann man jetzt auch 
auf die Form 

(20.) y2=yi+^yi, yö=»y2+^yä, yt^ys+^y^,.., 
(21.) Jy^^^yi+^h ^y8=^y2+^2, ^y4=-^y8+^y8,.--» 
(22.) -^«-^i+^i«yi, .^^=^^+-^2, Jh/A=^Jhfs+^^..^ 

(23.) ^/**y2«.^i^i + '^'*'Vi> ^^y& = -^^2 + ^'"+^^i... . 
bringen. Dies gibt durch Addition je zweier untereinander 
stehenden (Gleichungen 

(24.) y9 = yi+2Jyi+i^i, y* = ^+2^yä+^2, . . . , 

^26.) Jys = Jyi+2Jh/i+J^i, Jy^ = ^y2+2^2+-^8,.- • > 

Addiert man auch hier wieder je zwei untereinander 
stehende (Gleichungen, so findet man 
(26.) y4 = yi + 3i/yi + 3^1 + ^1, 

y6 = y2 + 3^y2 + 3.f/V + ^y2,. . . . 

So kann man fortfahren und erhält sohließlich 
(27.) y^^i = yi + (^)^yi + (^)^^ + Q)^yi + ••' 

+ (^)^'— 'yi + ./'"|/,. 
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S 117- InterpolatiQDsfomiel von Newt<m. 653 

Setet man jetzt wieder 

(28.) y^yi + ^i(a? — xi) + A^x — xi){x — a^) 

+ M^ — ^i){^ — oc^){x — x^ -\ 

+ ^,»-1(2: — xi)[x — ^.,,{x — a^^O, 

fiü wird für x — X2=^xi-\- h 

(290 ^a = yi + Aih, 

also 

(30.) Ai - n^^y^ ^ ^ . 

h k 

Für X = xg = xi ^ "ih ^ a^-^ h wird ' 

(31-) Jftj =- yi + 2^iÄ 4- 1 * 2^aAS 

oder mit Rücksicht auf die Öleichungen (24.) und (30.) 

yi + 2Jyi + ^t = yi + 2^yi + 1 , 2^2A^ 
also 



(320 



j(a ^ 



1 .2*« 

Füra:=a5, = »i + 3A = a:i + 2A=x3 + A wird 
(33.) y« = pi + ZAxh + 2 . S^jA* +1.2, SilaA», 
oder mit Räcksicht auf die Gleichungen (26.), (30.) uod (32.) 
yi + ^^yx + 3z/Vi +^1 = yi + 3^y, + 3^«y, + 1.2. SilaA», 
also 



(34.) 



^ = 



1.2.3A»' 
In dieser Weise kajin man fortfahren nnd erhält 
(36.) y-v,-|- ^y'-('" — ^0 I ^VijJ^^a;i)(x^^ 

^B ji^l_^ — Xi)( jC — Xi) (X — Xj) ^ 

^1 "^ 3!A» 

H 



4- 

./"-'yi . (X — xi )(x — xs) ._. .(x — x»_0 
(n- i)!A"-' 

Beispiel. 

£s sei n = 5 und 

xi = 3, Xb = 4, X3= 5, xi = 6, X6 = 7, 
yi = 2, y! =. 4, ya = 3, y« = 2, y, = 5; 
dann bilde man zunächst 
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654 § 117. Interpolationsformel von Newton. 

^ffi=4-2=2, ^j^=3-4=-l, ^y8=2-3=-l, ^^4=6-2=3, 
^i= — 1-2 = — 3, ^/V =— 1 + 1 = 0, ^8=3+1 = 4, 
^,=0+3 = 3, ^a = 4— = 4, 
^yi=.4— 3 = 1. 

Folglicli wird nach Gleichiuig (35.) 

(36.) y = 2 + 2(a;-3)-|(x-3)(a;-4) 

+ i(x-3)(x-4)(x-6) 

+ i(x - 3){x - 4:){x-b){x - 6). 



« 



L 
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XV. Abschnitt. 

Numerisclie AnflSsung der algebraisclieii 
Gleichungen mit reellen Koeffizienten. 

§ iia 
Teiler der ganzen rationalen Funktionen. 

Eridflnmg. Eine ganze rationale Funktion F{x) heißt 
dorch eine andere ^(x) teilbar, wenn sich eine ganze ratio- 
nale Funktion ^x) so bestinunen läßt, daß F{x) gleich 
^x).gi{x) wird. Dies gibt 

(1.) . F{x) = Hx).i,ix), oder ^ = ^x). 

Ist 9{x) ein. Teiler von F(x)^ so findet man 9d(x), in- 
dem man die Division nach den bekannten Regeln aus- 
fährt Haben die Funktionen F{x)^ d-{x) und g>{x) bezw. den 
Grad n, l und m^ so ist daher 
(2.) n^l + m. 

Satz 1. Ist eine Funktion^ F{x) durch eine andere 
desselben Chrades teHbar, so ist der Qtiotient eine Konstante. 
Der Beweis folgt unmittelbar aus Gleichung (2.). 

Sitz 2. Ist 9{x) ein Teiler der beiden Funktionen 
Fi{x) und F2(x), so ist d{x) auch ein Teiler von der Summe 
und der Differenz dieser Funktionen. 



*) Da in den folgenden Untersuchungen meist nar ganze ratumale 
Funktionen in Betracht kommen, so möge der Leser, wenn nicht 
etwas anderes ausdrücklich hervorgehoben wird, unter Funktion immer 
eine ganze raHonale Funktion verstehen. 
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556 § 118. Teiler der ganzen rationalen Funktionen. 

Beweis. Nach Voraussetzung ist 
(3.) Fi{x)^»{x).ipi{x), F^x)^»{x).ipi{x), 

folglich wird 
(4.) Fi(x) ± F2{x) = 9{x)[Hx) ± g>t(x)]. 

Satz 3. Ist die Funktion F{x) durch d{x) teilbar, so 
ist auch f{x) . F{x) durch d{x) teilbar, wobei f(x) eine beliebige 
ganze rationale Funktion ist. 

Beweis. Aus 
(5.) F{x)^Hx)M^) 

folgt unmittelbar 
(6.) fix) . Fix) = Hx) . fix) . if(x). 

Von diesem Satze gilt aber nicht die Umkehrong. 

Aufgabe. Man soll den höchsten gemeinsamen Teiler 
zweier Funktionen y und yi finden. 

Dabei versteht man unter „dem höchsten gemeinsamen 
Teiler*' einen gemeinsamen Teiler von möglichst hohem 
Grade. 

Auflösung. Das Verfahren ist demjenigen analog, wel- 
ches man anwendet, um den höchsten gemeinsamen Teiler 
zweier ganzen Zahlen a und h zu finden. Ist der Ghrad 
von yi niedriger (oder wenigstens nicht größer) als der von 
y, so dividiere man y durch y^. Der Quotient sei qi und 
der Rest ^, dann wird 

(7.) y = 9i.yi + »Ä, 

wobei der Grad von ^2 niedriger ist als der von y^. Ist 
yt gleich Null, so ist y durch ^i selbst teilbar, ist aber y% 
von Null verschieden, so ist nach Satz 2 und 3 
(7 a.) yt^y — qm 

auch teilbar durch den höchsten gemeinsamen Teiler der 
Funktionen y und yi; und umgekehrt: der höchste gemein- 
same Teiler von yi und yt ist auch ein Teiler von y. 

Man hat jetzt also nur noch den höchsten gemein- 
samen Teiler von yi und yt zu suchen. Zu diesem Zwecke 
dividiere man yi durch yt. Dadurch erhält man 

(8.) yi = ^2 . y2 + ya, 
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§ 118. Teiler der ganzen rationalen Funktionen. 557 

wobei der Grad von ys niedriger ist als der von ^. Ist 
y^ gleich Null, so ist ^ ein Teiler von yi und deshalb auch 
ein Teiler von y, und zwar ist dann ^ der höchste gemein- 
same Teiler von y und yi . Ist aber y^ von Null verschie- 
den, so setzt man dieses Verfahren fort, bis der Rest 
schließlich gleich Null wird, d. h. man bildet die Gleichungen 

yi = ?a . S/ä + ys, 
y2 = qs^ys + vaj 



(9.) 



y„t— 3 = 9«^a • ym-2 + t/m—li 

ym-2 =^= ?«i-l . ym-l + Vmi 

ym-i = ?«• . yi« + 0. 

Die Anzahl dieser Gleichungen ist eine endliche, denn 
der Grad der Funktionen y, yi, y2, ysj«.- wird immer 
kleiner. Entweder wird also die Division schon ohne Rest 
ausführbar sein, wenn y^ noch eine Funktion von x ist, 
oder es wird y^ eine Eonstante. 

Der letzte Divisor y^ ist dann d^r höchste gemein- 
same Teiler von y und yi. 

Beweis. Nach der letzten Gleichung ist ym-i teilbar 
durch y^, deshalb ist nach der vorletzten Gleichung auch 
ym'-2 durch y^ teilbar. Aus der drittletzten Gleichung folgt 
dann, daß auch ym^s durch y^ teilbar ist. Indem man so 
fortfährt, findet man, daß auch y und yi durch y^ teil- 
bar sind. 

Es ist aber y^ auch der höchste gemeinsame Teiler 
von y und yi, denn hätten y und yi einen Teiler &{x) von 
höherem Grade, so wäre nach Gleichung (7 a.) auch y2 durch 
d'ix) teilbar, und deshalb auch ys usw. Schließlich müßte 
auch y„g durch &{x) teilbar sein. Das ist aber nicht mög- 
lich, wenn det (jrad von &{x) höher ist als der von y^. 
Der Grad von &{x) kann also höchtens ebenso groß sein 
wie der von y,„, dann ist aber der Quotient von y^^ und 
d-Ca-) eine Konstante. 
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558 § 118. Teiler der ganzen rationalen Funktionen. 

Gleichzeitig folgt aus diesem Beweise 

Satz 4. Jeder gemeinsame Teiler der beiden Funktionen 
y und yi ist auch ein Teiler ihres höchsten gemeinsamen 
Teilers y^. 

Erklärung. Zwei Funktionen y und yi heißen „relativ 
prim^^j wenn ihr höchster gemeinsamer Teiler eine Kon- 
stante ist. 

Beispiel 1. Es sei 

y=^ofi+l, yi = a?— 1, 
dann findet man durch Division 

y = a?^ . yi + y2, wo ya = a;* + 1, 

yi = x.y2 + y8, wo y3 = — oj— 1, 

y2^(—x+l)ys + y4, wo y^ = 2, 
ys^i{—x—l)yA. 

Der höchste gemeinsame Teiler ist die Konstante 2, 
folglich sind die beiden Funktionen relativ prim. 

Beispiel 2. Es sei 

y = a:* — 1, yi^ a^ ^ 2x^ + x — 2, 
dann findet man durch Division 

y = (X + 2)yi 4- j/^, wo y2 = 3afi + 3, 

Der höchste gemeinsame Teiler ist hier also y^ = 
3a;' + 3, oder, wenn man den konstanten Faktor 3 forüäßt, 
x^+1. Es ist in der Tat 

a^—1 = (a;»+l)(x2— 1), a^—2x^+x—2 = (x^+l){z—2). 

Satz 5. Ist die Funktion yi relativ prim zu den beiden 
Funktionen y und fy so ist sie auch relativ prim zu ihrem 
Produkte f.y. 

Beweis. Da yi relativ prim zu y ist, so muß in den 
Gleichungen (9.) die Größe ym eine Konstante sein. Indem 
man beide Seiten der Gleichungen (9.) mit dem Faktor f 
multipliziert, erhält man die Gleichungen 
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/".y = ?!•/". yi + Z". »2, 



Hätten f.y und ^i einen gemeinsamen Teuer ^x% so 
wäxe nach der ersten Gleichung dix) auch ein Teiler von 
f.y2j und deshalb nach der zweiten Gleichung auch ein 
Teiler von f.y^j usw. Aus der letzten Gleichung würde 
folgen, daß 9{x) auch ein Teiler von f,y^ ist Da aber y^ 
eine Eonstante ist, so wäre 9{x) ein gemeinsamer Teuer 
von f und yi^ was der Voraussetzung widerstreitet. 

Satz 6. Sind die Funktionen y und y\ relativ prim, 
ist aber f. y teäbar durch yij so muß die Funktion f teilbar 
sein durch yi. 

Beweis. Aus den Gleichungen (10.) folgt wieder, daß 
f.ym durch yi teilbar sein muß, wenn f.y durch yi teilbar 
ist Da aber y^ nach Voraussetzung eine Eonstante ist, so 
ist die Funktion f teUbar durch yi. 

Satz 7. Ist eine Funktion durch beiiäng viele andere 
Funktionen teilbar, die paarweise zueinander relativ prim 
sind, so ist sie auch durch ihr Produkt teilbar. 

Beweie. Nach Voraussetzung sei die Funktion u teil- 
bar durch die Funktionen y und z, die zueinander relativ 

prim sind, es sei also 

u^f.y. 

Nun ist f.y nach Voraussetzung teilbar durch z, folg- 
iolglich muß nach Satz 6 die Funktion f teilbar sein durch 
;?; es ist also 

f=zg.z und deshalb u ^ g .y.z. 

Ist u durch n Funktionen yi, ^2, ...^m teilbar, die 
paarweise zueinander relativ prim sind, so ist u nach dem 
eben geführten Beweise teilbar durch yiyi<, xmd da yg nach 
Satz 5 zu yiyt relativ prim ist, so ist « auch teilbar durch 
yiy^yt' So kann man fortfahren und zeigen, daß u durch 
yiym --yn teilbar ist*). 

*) Alle diese Sätze gelten aach für positlTe ganze Zahlen, wenn 
man an die Stelle des konstanten Faktors die Einheit setzt 
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§ 119. 

Gemeinsame Teiler der Funictionen f{x) und f{x). 

(Vgl. die Formel -TabeUe Nr. 302 bis 204.) 
In § 113 wurde gezeigt, daß die Funktionen f{x) und 
f\x) den Faktor (x — Xif"^ gemeinsam haben, wenn Xi eine 
a -fache Wurzel der Gleichung f(x) = ist, und zwar 
folgte aus 
(1.) f(x) = {x-xxr.fi[x), 

(2.) . nx) = ix-x{r'M^). 

wobei 

(3.) 9(x) = afix) + {x- x{)h\x). 

Wäre q){x) noch durch x — Xi teilbar, so wäre nach 
Gleichung (3.) fi{x) durch x — xi teilbar, d.h. f{x) w&re 
durch {x — «i)"+i teilbar. Das soll in dem folgendem nicht 
der Fall sein, es soll vielmehr 
(4.) f{x)==^{x — xiY^{x — X2Y* . . ,{x— x^f'^ .'if{x) 
sein, wobei die Exponenten ai, 02, ...a^ alle größer als 1 
sind, während ^x) nur einfache lineare Faktoren enthalten 
möge, die von x — a:i, x — 0:2, ... x — x^ verschieden sind. 
Dann ist f\x) durch die Faktoren 

{X — Xif^-^ , {X — X2Y^^ , . . . (X — X^Y^-^ 

teilbar, und da diese Faktoren paarweise relativ prim sind, 
so ist f\x) auch durch ihr Produkt teilbar; es wird also 
(6.) f\x) ={x — xi^-i {X — xir^^ ... (X — x^r^-^ . g{x). 

Dabei enthält nach den vorstehenden Ausführungen 
g{x) keinen der Faktoren x — xi, x — X2, . . . x — Xm\ luid 
auch ^x) ist zu g{x) relativ prim, denn die Ableitung f\x) 
enthält keinen der einfachen Faktoren von f{x). Folg- 
lich ist 

(6.) d{x) = (x — Xif^-\x — xif^-^ ... (X — x^ff^-^ 
der höchste gemeinsame Teiler von f(x) und f\x\ und die 
ganze rationale Funktion 

(7.) ^^ = (X — Xi)(X — X2)...(x-xJ.V^(x) 

hat nur noch einfache lineare Faktoren. 
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§ 120. Obere und untere Grenze der reellen Wurzeln. 561 

Daraus ergibt sicli die Lösung der folgenden Aufgaben. 

Aufgabe 1. Man soll eine Öleichung finden, welche 
dieselben Wurzeln hat wie f{x) = 0, aber jede nur einmal. 

Auflösung. Man suche den höchsten gemeinsamen 
Teiler ^x) von f{x) und f'ix)^ dann ist 

'^> . wr" 

die gesuchte Gleichung. 

Aufgabe 2. Man soll eine Gleichxmg finden, welche 
nur die mehrfachen Wurzeln von f{x) = enthält, und jede 
nur einmal. 

Auflösung. Man bestimme den höchsten gemeinsamen 

fix) 
Teiler q{x) von /*'(x) und 4^-t» dann ist 

mpc) 

(9.) (Kar) = {x — xi){x — xi^...{x — x^) = 

die gesuchte Gleichung. 

Aufgabe 3. Man soll eine Gleichung finden, welche 
nur die einfachen Wurzeln von f{x)=^0 enthält 
Auflösung. Die gesuchte Gleichung ist 

Will man die sämtlichen Wurzeln der Gleichung 
f(x) = berechnen, so kommt es also nur darauf an, die 
Wurzeln der Gleichungen (9.) xmd (10.) zu berechnen. Wenn 
f(x) = mehrfache Wurzeln hat, so sind diese Gleichungen 
von niedrigerem Grade imd haben nur einfache Wurzeln. 

§ 120. 

Obere und untere Grenze der reellen Wurzeln. 

(Vgl. die Formel -Tabelle Nr. 206.) 

In diesem und den vier folgenden Paragraphen soll 
nur von Gleichungen mit lauter reellen Koeffizienten die 
Rede sein. 

Erklärung. Die obere Orenze der reellen Wurzeln einer 
Gleichung 

(1.) f(x) = x^ + aix'*-^ + oax*-^ H }- On^ix + a^ = 

ist eine Zahl //, die größer ist als alle reellen Wurzeln. 

Kl«ptft, Dif f «mdUaI • RMhnanc. 86 
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562 § 120. Obere und untere Grenze der reellen Wurzeln. 

Eine solche Zahl L kann man leicht finden, wie zu- 
nächst an dem folgenden Beispiele gezeigt werden möge. 
Es sei X eine positive Wurzel der Gleichung 
a^i ^ 5^ _ 7^.2 _ iß^ ^ 27 = , 
dann ist 

7f^<.a^ + ba^'\'27 = lx^ + l%x< 16(a;2 + x + 1), 
also 

X — 1 
oder, wenn o? > 1 ist, 

cfi{x — l) < 16(a? — 1) < 16x8, 

folglich ist 

a^^x— 1)<16. 

Nun ist a? — 1 < x xmd {x — 1)^ < a?; deshalb wird 

(X — 1)*<16, X— 1<-^ = 2, x<3. 
Hier ist also die obere Grenze L aller reellen Wurzeln 
gleich 3. 

In dem allgemeinen Falle, welchem die Gleichung (1.) 
entspricht, sei Om^ — ^m der erste und (ip = — hp (dem 
absoluten Betrage nach) der große negative Koeffizient, es 
sei also 

(1 a.) f{x) = X* + oix«-^ H ftf^tX*-*^ + hj>pc^^-^ 

±••• + «« = 0. 

Ist X wieder eine reelle positive Wurzel dieser Glei- 
chung, so findet man, indem man aUe negativen Glieder auf 
die rechte Seite schafft, 

(2.) X* ^ X* + aix«-i H = i^x*-*» H h 6yr*^ H ; 

deshalb ist erst recht 

(3.) af'<hp{af-^ + x*"*«-! ^ 1- a;+ l) = 6y ^ "" ~^ > 

X — 1 

oder, wenn x > 1 ist, 

(4.) x«(x — 1)< 6^(x«-^+i — 1) < 6pX^'^+S 

oder, wenn man beide Seiten dieser üngleichimg durch 

x*~**+^ dividiert, 

(5.) af^\x—l)<hp. 
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Ntm ist noch x— l<z und deshalb (x — l)*"^^ <xf^-\ 
deshalb findet man ans Ungleichung (5.) 

also 

{7,) x< l+T&p^X. 

Zum Schiuil kann man die über die Größe von x ge- 
machten Voraussetzungen aufheben, denn die Ungleichung 
(7.) wird erst recht befriedigt j wenn a: < 1, oder wenn x 
negativ ist. 

In derselben Weise kann man für die reellen Wurzeln 
eine untere Grenze — K angeben. Indem man nämlich in 
der Gleichung /'(ar} = mit den Wurzeln xi, X2f^^^Xn die 
Veränderliche x mit — x vertauschtj erhält man eine Glei- 
chung 

fß) A(^) = x* — Äia?— 1 + a^-^— + ^ . ± Un -^ 

mit den Wurzeln ~Xii — xa, • x^. Bestimmt man also 

für diese Gleichung die obere Grenze Jv der Wurzeln, äO 
ist — K die untere Grenze der reellen Wunsein für die 
Gleichung f{x) ^ 0. 

So findet maoi bei dem oben angeführten Zahlenbeispiel 
die Gleichung 

f^{x) = :xfi + bx' — 7x^ + IGx + 27 ^ 0, 
für welche 

m = 4 , bp = l 
ist; folglich wird 

K=l + -^7<2,63. 
Die reellen Wurzeln der gegebenen Gleichung liegen 
daher zwischen 

— 2,63 und +3. 

Vertauscht man in der gegebenen Gleichung x mit - 

X 

und sucht für die sich daraus ergebende Gleichung die 
obere Grenze U und die untere Grenze — A"' der reellen 

Wurzeln, so kann zwischen — -^. und ^ keine Wurzel 

der gegebenen Gleichung liegen. 

Für das vorgelegte Zahlenbeispiel wird die trans- 
formierte Gleichung 

86* 
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also 



II. 16 ., , , 16 43 
m = l, 6^ = 27' ^=1+27^27', 
ebenso findet man 

9 
Die gegebene Gleichung bat also zwischen — ^1 ^^^ 

+ -7^ keine Wurzel 

§ 121. 

Cartegische Zeichenregel 

(Vgl. -die Formel-Tabelle Nr. 206 bis 206b.) 

Satz 1. Sat die Gleichung fix) = latUer negative 
reeUe Wurzdn, so sind die Koeffisdenten der Gleichung sämt^ 
lieh positiv. 

Beweis. Nach Voranssetzong ist 
Xi = — Ä, ip2 = — 6, j^ = — Cj , . .Xm = — Z , 
wobei die Ghrößen a, 6, c, . . . Z sämtlich positiv sind, folg- 
lich wird 
(1.) f{x) = {x + a)(x + b)(x + c)...{x + l). 

Führt man die Multiplikation aus, so kann in dem 
Produkt kein Minuszeichen auftreten, da die einzelnen Fak- 
toren keines enthalten. Es kann auch keiner der Koeffi- 
zienten verschwinden. 

In dem Ausdrucke 

{x-g- hi){x-g + hi) = x« — 2y« + {g^ + A«) 
ist das letzte Glied g^ -f h^ positiv. In dem Ausdrucke 
{x — gv — hxi)(x — gi + hii){x — g2 — h2i)ix --g2 + hi) . . . 

{x—ffa — hai){X —gm+ hj) 

wird, wenn man ausmultipliziert und nach fallenden Po- 
tenzen von X ordnet, das letzte Glied 

{gi^ + Ai*)(i^2^ + A2^) . . . (^.* + ha^ 
ebenfalls positiv. Auch wenn^man dieses Produkt jetzt noch 
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§ 121. Gbriensche Zeichenregel. 565 

mit (x + a){x + b){x + c) . . . (x + 1) multipliziert und nach 
fallenden Potenzen von x ordnet, ist das letzte Glied 

positiv. Dies gibt 

Satz 2. Sat die Gleichung 

9(«) = af» + 61x^1 + ftaa:**-^ + • • • + ft^-f^ia?^-^' + 6,«-^ = 
außer der Wurzel x = nur negative und komplexe*) Wur- 
sdn, so ist der Koeffizient des letzten Gliedes positiv. 

ErkMning. Wenn zwei aufeinanderfolgende Glieder 
dasselbe Vorzeichen haben, so nennt man dies „eine Zeichen- 
folge^] haben sie aber das entgegengesetzte Zeichen, so 
nennt man dies „einen Zeichenweclisel^^, Etwa verschwin- 
dende Glieder, d. h. Glieder, deren Koeffizient gleich Null 
ist, werden dabei einfach übergangen. 

Satz 3. Die Anzahl der positiven Wurzeln einer Glei- 
chung kann nie größer sein als die AnzaMf der Zeichen- 
Wechsel; dabei ist die Differenz zwischen der Anzahl der 
Zeichenwechsel und der Anzahl der positiven Wurzeln eine 
gerade Zahl, 

Beweis. Multipliziert maa die Funktion 

(2.) qix) = 7f' + 6ix^~^ + 62X*»-2 H [- ii».-/^, 

welche nur positive Glieder enthalten möge und deshalb 
keinen Zeichenwechsel besitzt, mit x — a, so ergibt sich 
(3.) {x — a)tp{x) = 

x*»+^ + (61 — a)xf^ + (6t — abiptf"-^ H abm^rXf. 

In diesem Produkte ist das erste Glied positiv und 
das letzte negativ, es muß also mindestens ein Zeichen- 
wechsel eintreten. Es ist aber auch möglich, daß zwischen 
x«+^ und —ahm—f^ negative und darauffolgende positive 
Glieder liegen, dann würden sogar 3, oder 5, oder noch 
mehr Zeichen Wechsel eintreten; die Anzahl der Zeichen- 
wechsel ist also stets eine ungerade Zahl 2r -j- 1* 

*) Wenn hier von kompUaeen Warseln von der Form g -^ hi im 
Gegensatz zu den reellen Wurzeln die Rede ist, so versteht man dar- 
anter Größen, bei denen der Faktor h des imaginären Teiles von 
Null verschieden ist 
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Das bleibt auch noch riphtig, wenn von den Koeffi- 
zienten &i, b2j...bm^r. einzelne gleich Null sind. 

Beispiel. Es sei 

dann hat 

{x—S)qix) = z^ — 3ai^ + 2ic^ — 6x 

sogar drei ZeichenwechseL 
Hat 

(4.) g>{x) = 

xf^ + bixf^-^ H h hp^iaf*^^-^^ — c^-P c„^fOf 

einen Zeichenwechsel, so wird 

(6.) {x — a)fp{x) = 

In diesem Ausdrucke ist das erste Glied positiv, das 
Glied — {Cp + a6p-_i)a^-^^+^ ist negativ, und das letzte Glied 
CLCm^^ ist wieder positiv, folglich treten mindestens zwei 
Zeichenwechsel ein. Es können aber auch 4, oder 6, oder noch 
mehr Zeichenwechsel eintreten, indem zwischen 35^+^ und 
— {Cp + abp^i)pif^-^'^^ noch negative und dann wieder po- 
sitive Glieder liegen. Auch zwischen — (C;,+ 06^—1)35**"^'*'^ 
und cLCm'-rX^ können noch positive Glieder liegen, auf die 
negative Glieder folgen; die Anzahl der Sicichen Wechsel 
muß aber stets eine gerade Zahl 2v -{-2 sein, weil {x -^ a)g)(x) 
mit einem positiven Gliede anfängt und mit einem posi- 
tiven Gliede schließt. 

Hat 

(6.) qi(x) = x^ + 6ix^-» H h 6p-_ix'^^+^ — CpOf^fi 

Cy_ia:^-^+A + d^"^ H h d^-^ 

zwei Zeichenweclisel, so wird 

(7.) (x—a)g>{x)=x^^^ + (bi — a)x^'\ (Cp + aV-i>r^--^+^ 

\-(d^ + ar^-i)a?^-^+^ H ad^rx". 

In diesem Ausdrucke ist das erste Glied positiv, das 
Glied — {Cp + abp^ipf^^-^^ ist negativ, das Glied + (d^ + 
ac^^i)xf^'^'^^ ist positiv, und das letzte Glied — ad^^fX^ 
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ißt negativ, folglich treten mindestens drei Zeichenwechsel 
ein. Es können aber auch noch mehr Zeichenwechsel auf- 
treten; dabei muß die Anzahl der Zeichen Wechsel stets 
eine ungerade Zahl 2v + 3 sein, weil (x — o)ip{x) mit einem 
positiven Gliede anfängt und mit einem negativen Gliede 
schließt 

In dieser Weise kann man fortfahren und zeigen, daß 
{x — a)g>(x) mindestens einen Zeichenwechsel mehr hat 
als g>{x). 

Sind nun ai , 02 ^...Om die positiven Wurzeln der Glei- 
chung f{x) = 0, ist also 

(8) * f.{x) = ix — ai){x — at)...{x — a»).q>(x)j 

wobei 

g^x) = x^ + ftiaf*-! -f biof^^ -] }- 6,,_ra5^ = 

außer der Wurzel x = nur noch negative und komplexe 
Wurzeln hat, so ist nach Satz 2 der Koeffizient bm-^ des 
letzten Gliedes positiv, folglich muß die Anzahl der Zeichen- 
wechsel in g^x) eine gerade Zahl 2v sein. Nach dem vor- 
stehenden ist dann die Anzahl der Zeichenwechsel 
in (x—aiMx) 2p+2fPi + l, 

n {x—aiXx—a^Mx) 2p+2vi + %vt + 2, 

„ {x—ai){x—(k)...(x—a,)(jp(x) 2^ + 2vi + 2vt-\ ^2^, + «, 

wobei 2r -f 2ri + 2^2 H h 2r« ©ine positive gerade 2iahl 

ist, die auch gleich Null sein kann. Die Anzahl der Zeichen- 
wechsel ist also mindestens gleich der Anzahl x der posi- 
tiven Wurzeln und kann sich von x nur durch eine gerade 
Zahl unterscheiden. 

Vertauscht man wieder x mit — aj, so geht f{x)=^0 
in eine Gleichung fi{x) = über, bei der die Koeffizienten 
von xf*-^, «*»-^, a:«-*, ... und die sämtlichen Wurzeln das 
entgegengesetzte Zeichen haben wie in der gegebenen Glei- 
chung. Ist nun die Anzahl der Zeichenwechsel in dieser 
Gleichung A, so kann sie höchstens l positive Wurzeln 
haben; deshalb hat die gegebene Gleichung höchstens X 
negative Wurzeln. Dabei kann sich auch hier die Anzahl 
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der negativen Wurzeln von X nor durcli eine gerade Zahl 
unterscheiden. 

Ist das Polynom 

(9.) f{x) ^ a:* + aix^^^ + otx'^* H f- Om^x + On 

vollständig, sind also die Koeffizienten ai, a%^...€Ln samt- 
lich reell und von Null verschieden, so wird jede Zeichen- 
folge in f{x) zum Zeichenwechsel in f\{x\ und jeder Zeichen- 
wechsel in f{x) wird zur Zeichenfolge in fi{x). Daraus er^ 
gibt sich 

Satz 4. lei das Polynam f(x) vollständig, so ist die 
Anzahl der negativen Wurzdn nie größer als die Anzahl der 
Zeichenfolgen. Dabei ist die Differenz zwischen der Anzahl 
der Zeichenfolgen und der Anzahl der negativen Wurzdn 
eine gerade Zahl. 

Satz 5. Ist das Polynom f{x) vollständig, und sind 
sändliche Wurzdn der Gleichung f{x)^0 reeüj so ist die 
Anzahl x der positiven Wurzdn ebenso groß wie die Anzahl 
der Zeichenwechsd, und die Anzahl X der negativen Wurzdn 
ist d>enso groß wie die Anzahl der Zeichenfolgen, 

Beweis. Die Anzahl aller reellen Wurzeln ist nach 
Voraussetzung 

X + A = n. 

Ist nun die Anzahl der Zeichenwechsel ocf und die 
Anzahl der Zeichenfolgen X^j so ist nach Satz 3 und 4 
x'^ac, X'^X. 

Da aber xf + X^ ebenfalls gleich n sein muß, so ist 
oc' + X'^x + X, 
und das ist nur möglich, wenn 

x' = x, X' = X. 

Satz 6. Verschwindd ein Glied von f{x) zwischen zwei 
positiven oder zwei negativen Oliedem, so folgt daraus die 
Existenz zweier komplexen Wurzdn, 

Beweis. Vertauscht man in f{x) das verschwindende 
Glied mit einem positiven Gliede, so werden die Zeichen- 
kombinationen 
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+ + und — — 
in 

+ + + nnd - + - 

-äbergeführt; in f\{x) dagegen gehen die Zeichenkombi- 
nationen 

± ± und T + 

±=F± nnd :F + =F 
über. Durch das Verschwinden des eingesetzten Gliedes 
gehen also entweder in f(x) oder in fi{x) zwei Zeichen- 
wechsel verloren. Die Summe der Zeichenwechsel in f{x) 
ond /i(a;) kann daher höchstens n — 2 sein, folglich ist auch 
die Anzahl der reellen Wurzeln von f(x)=^0 höchstens 
n — 2. 

Ähnliches hätte man gefunden, wenn man das ver- 
schwindende Glied durch ein negatives Glied ersetzt hätte. 

Man kann diesen Satz sogleich auf den Fall verall- 
gemeinem, wo an mehreren Stellen ein Glied von f{x) 
zwischen zwei positiven oder zwischen zwei negativen Glie- 
dern verschwindet Die Anzahl der komplexen Wurzel- 
paare ist dann mindestens ebenso groß wie die Anzahl 
dieser Stellen. 

Satz 7. Verschtoinden in f{x) zwei nebeneinander- 
stehende Glieder, so folgt daraus Wenfalls die Existenz zweier 
komplexen Wurzeln. 

Beweis. Vertauscht man in den 4 möglichen Zeichen- 
kombinationen 

4-00+ +00— —00+ —00- 

die verschwindenden Glieder durch passend gewählte nicht 
verschwindende, so erhält man die Zeichenkombinationen 

+-++ +-+- -+-+ -+ 

und erkennt, daß durch das Verschwinden der beiden Glie- 
der •^'^ei Zeichenwechsel in f{x) verloren gegangen sind, 
während in fi{x) die Anzahl der Zeichenwechsel dieselbe 
geblieben ist; folglich kann f(x) höchstens n — 2 reelle 
Wurzeln haben. 
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Auch hier kann der Satz auf den Fall verallgemeinert 
werden, wo an mehreren Stellen zwei aufeinanderfolgende 
Glieder verschwinden. 

Beispiel. Es sei 

/(x) = a;i2 — x" + 3a^ + 1 ar» — 1 9x — 24 = , 
also 

fi{x) = a;i2 + a;^i + 3x8 + i2x8 + 19a; — 24 = 0; 
hier bat f{x) nur drei und /i(x) nur einen Zeichenwechsel, 
folglich hat die Gleichung f{x) = höchstens drei positive 
und nur eine negative Wurzel; mindestens acht Wurzeln 
ßind komplex. 

§ 122. 

Der Sturmsche Satz. 

(Vgl. die Fonnel-TabeUe Nr. 207.) 
Über die Intervalle, in denen die reellen Wurzeln 
liegen, gibt bereits Satz 16 in § 9 (Seite 66 und 67) Aus- 
ktmft Danach gibt es zwischen xi und 3C2 mindestens einen 
Wert von x, für welchen die stetige Funktion f{x) gleich 
Niül wird, wenn f{x) in diesem Intervalle das Zeichen 
wechselt, wenn also entweder 

f{xi)<0 und f{x2)>0, 

oder 

f{xi)>0 und f{x2)<0 

ist In dem vorliegenden Falle ist die Funktion f{x) eine 
ganze rationale Fimktion, nämlich 

( 1.) f(x) = ax^ + aix^*^^ 4- o/iX^-^^ H h a„-ix + a«. • 

Bei dieser und den folgenden Untersuchungen kommt 
es häufig vor, daß der Wert der ganzen rationalen Funktion 
fix) für irgendeinen Wert von x, z. B. für x = xi berechnet 
worden soll. Dies geschieht in der Regel am einfachsten 
ijiirch dasselbe Verfahren, welches bei der Division durch 
X — xi ausgeführt wird. Setzt man nämlich 
(2.) 6i = ai + axi, 62 = 02 + 610:1, 63 = 03+62^:1, 

...6^ = a^ + bf^ixi, 
so findet man durch Ausführung der Division 
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(3.) f{x)=aaf* + aiaf^^ + (igO[i^^'\ \-an-ix + an 

Dabei erfolgt die Berechnung der Zahlen &i, b^j... 
&I.-.1, bn am einfachsten durch Addition der in dem folgen- 
den Schema untereinander stehenden Zahlen: 
a ai 02 oa ... dn^i a^ 
axi bixi b^xi . . , bf^^^xi 6»,-ixi 
bi bt 6a fti»-i bft. 

Aus Gleichung (3.) ergibt sich dann ohne weiteres 

(4.) nxi)=b^. 

Beispiel. Es sei 

f{x) = 40»8 — 639x« + 3029a; — 4032, 
dann findet man die Werte f{2), f{4:), f{7), f(9) bezw. in 
folgender Weise 

40 —639 +3029 —4032 
+ 80 —1118 +3822 





— 559 


+ 1911 


- 210 = A2), 


40 


— 639 


+ 3029 


— 4032 




+ 160 


— 1916 


+ 4452 




— 479 


+ 1113 


+ 420 = A4), 


40 


— 639 


+ 3029 


— 4032 




+ 280 


— 2513 


+ 3612 




— 359 


+ 516 


- 420 = A7), 


40 


— 639 


+ 3029 


— 4032 




+ 360 


— 2511 


+ 4662 



279 + 618 + 630 = /'(9). 
Da 
A2) = — 210<0, A4) = +420>0, A7) = — 420<0, 
f{9)=+630>0 
ist, so folgt gleichzeitig hieraus, daß in jedem der Inter- 
valle 2 bis 4, 4 bis 7, 7 bis 9 eine reelle Wurzel der Glei- 
chung f{x) = liegt. 

Um die Anzahl der reeUen Wurzeln der Gleichung 
f{x) = 0, welche in dem Intervalle von xi bis xt liegen, 
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genau zn bestimmen, hat Charles Sturm das folgende Ver- 
fahren angegeben. 

Sucht man den größten gemeinsamen Teiler zwischen 
f{x) und f\x)j so erhält man nach den Angaben in § 118, 
wenn man die bei der Division sich ergebenden Reste 
bezw. mit — f^x\ — f4,x)j ffJix) bezeichnet, das fol- 
gende Schema: 

nx)=Qix).f\x)-ax), 

nx)=Q2ix).Ux) — Ux), 

Mx)=Q^x).Mx)-Ux), 



(5.) 



ff,-2(x) = Q^_i {x) . U^ix) — fflx), 

f^^i{x)=Q/x).Ux). 
Hierbei ist f^(x) der größte gemeinsame Teiler von 
f(x) und fXx). Die vorstehende Rechnung kann deshalb, 
wie bereits in § 119 gezeigt wurde, dazu benutzt werden, 
um die Auflösung der Gleichung f(x) = zurückzuführen 
auf die Auflösung der Q-leichungen 

(6.) ^.) = und ^;:^^,) = 0, 

welche nur einfache Wurzeln besitzen. (Vgl. § 119, Gl. 
(9.) und (10.)) 

Setzt man in dem folgenden voraus, daß f(x) nur ein- 
fache Wurzeln hat, so ist ffj^x) eine Konstante, die mit fu 
bezeichnet werden möge. 

Verschwindet von den Funktionen 

/;, /•^_i(x),.../ä(x), Ux), r(x) 

irgendeine^ z. B. fj,x) für x= a, so muß 

/;.i(a)sO und /;+i(a)^0 
sein. Wäre nämlich /ir+i(a) = 0, so würde aus der Glei- 
chung 

fn-i{a) = QJip) . Ua) - Ux(ä) 

folgen, daß auch fu^\(a) = wäre. Dann wäre aber 

fn^ia) = Q»-i(a) . fM-i{a) — fj^ä) 
ebenfalls gleich Null. Auf diese Weise würde man finden 
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/;+i(a) = 0, /Ua) = 0, /'^i(a) = 0,...A«) = 0, f(a) = 0, 

cL h. X = a wäre eine mehrfache Wurzel der Gleichung 
f{x)^=0. Das widerstreitet aber der Voraussetzung. 

Aus der Gleichung 
(7.) f^i{x) = QJix) . Ux) - /;+i(x) 

folgt daher, wenn fj^a) = ist, 
(8.) /;_i(a)=-/;+i(a). 

Man kann jetzt h so klein nehmen, daß f»-.i{a -^ h) 
diisselbe Vorzeichen hat wie /»-i(a), und daß /x+i(a + ä) 
dasselbe Vorzeichen hat wie /'»+i(a)« Jetzt haben, wenn 
man mit z das Vorzeichen von fjß — h) und mit z' das 
Vorzeichen von fjfl + h) bezeichnet, nach Gleichung (8.) 
die Funktionen 

/;_i(a:), Ux)j f^+i{x) 
für 05 = a — h ^das Vorzeichen + ^ + 

„ x=a + A „ „ ± z" + 

Welche Vorzeichen z und z^ auch sein mögen, es 
findet bei den drei aufeinanderfolgenden Funktionen fM—i{x\ 
/je(^)> A+i(3J) für die betrachteten Werte von x stets nur 
ein Zeichenwechsel statt, d. h. es kann in der Reihe der 
Funktionen 

/;, u^^{x),...ax), ax\ rix), m 

kein Zeichen Wechsel verloren gehen, wenn x den Wert a 
passiert, für welchen fj^x) = wird. 

Werden für x = a mehrere Funktionen der vorstehen- 
den Beihe, welche „die iS!(wnnsche Reihe^' genannt wird, 
gleich Null, so kommt jede verschwindende Funktion zwi- 
schen zwei nicht verschwindende, so daß in der ganzen 
Reihe kein Zeichenwechsel verloren gehen kann. 

Nur wenn f{x) selbst für x = a verschwindet, verhält 
sich die Sache anders. Dann wird nach Voraussetzung 
f\a^ ^ 0, und man kann h so klein machen, daß f\x) das 
2ieichen nicht wechselt, wenn x das Intervall von a — h 
bis a -|- A durchläuft Dagegen wird nach dem T(^2orschen 
Lehrsatze (vgl. Formel Nr. 91 der Tabelle) 
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^ '^ \f{a + h) = f{a) + h[na) + «a] = + h[f\a) + «J, 
wobei /*'(«) + ai und /''j(a) + a^ dasselbe Zeichen haben wie 
f\a). Deshalb haben die Funktionen 

f{x) und f\x) 
für x = a — h das 2ieichen ^ + 

und „ x = a + h „ „ + + 

Hier geht also wirklich ein Zeichenwechsel verloren. 
Das Ergebnis der vorstehenden Untersuchung ist daher 
folgendes: 

Alle Werte von x, für welche eine der Funktionen 

/;, u^i{x),..,Mx), Ux\ nx), fix) 

zwischen xi und X2 verschwindet, seien in steigender Ord- 
nung o, i, c, ...&, 2, dann wechselt in den Intervallen von 

Xx bis a, a bis i, i bis c, . ..ft bis 2, 2 bis a:^ 
keine dieser Funktionen das Zeichen, es kann also kein 
2jeichenweclisel verloren gehen, wenn x eines dieser Inter- 
valle durchläuft. 

Durchläuft aber x die Intervalle von a — h bis a + A, 
6 — A bis 6 + A, . . . / — A bis i + A, so wird nur dann ein 
Zeichen Wechsel verloren gehen, wenn a oder i,... eine 
Wurzel der Gleichung f{x) = selbst ist Daraus folgt der 

Satz. Die Gleichung f{x)=^0 hat in dem Intervalle 
von Xi bis QC2 genau so vide Wurzeln, toie die Reihe 

ff,, f^^iix), .../*s(«i), /2(a?i), A^i), fi^ 
Zeichenwechsd mehr hat als die Reihe 

fu, /'M-i(«a), .../aCira), /aCa^), f\x2)j f(x2). 
Beispiel. Wieviel reelle Wurzeln hat die G-leichung 
f{x) = ar* — 14a? + 71a? — 164a; + 120 = 
in dem Intervalle von 1 bis 6? 
Auflösung. Hier ist 

/•'(a;) = 4a? — 42a? + 142a;— 164, 

ei(x) = |-~i 4/ä(a;) = 6a?-36a5 + 59, 
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Q^x)=^-^y B/Kx) = 16x~56, 

Deshalb wird 
16/i=9, 5/i(l)=-40, 4/i(l)=+29, Al)=-50, /•(l)=+24, 
16/4=9, B/8(ß)=+40, 4/i(6)=+29, A6)= + 50, A6)=+24. 

Die erste Keilie hat vier Sjeichenwechsel, während in 
der zweiten Beihe kein Zeichenwechsel auftritt; es gehen 
also vier Zeichenwechsel verloren, wenn x das Intervall 
von 1 bis 6 durchläuft, d. h. die Grleichung 4*^ Grades 
hat vier reelle Wurzeln, die zwischen 1 und 6 liegen. 



§ 123. 

Die Netfftanschen Näherungsformeln. 

(VgL die Formel- Tabelle Nr. 208.) 
Durch die in den vorhergehenden Paragraphen an- 
gegebenen Methoden kann man nicht nur die Anzahl der 
reellen Wurzeln genau bestimmen, sondern man kann auch 
durch Einsetzen von Zahlenwerten Werte von x finden, 
die den reellen Wurzelwerten ziemlich nahe liegen. Unter- 
scheidet sich z. B. die Zahl a von einer Wurzel der Glei- 
chung f(x)=:0 nur um eine kleine Größe A, so ist nach 
der Tay2orschen Beihe 

(1.) f(a + h) = f{a) + ^h + (^h^ + ... = 0. 

f^^ix) 
Da ^. h? und die folgenden Glieder für hinreichend 

kleine Werte von h sehr klein werden, so kann man sie, 
ohne einen großen Fehler zu begehen , vernachlässigen. 
Deshalb findet man aus Gleichung (1.) näherungsweise 

(2.) f{a) + ^h = 0, oder A = -/^^) 

f olg^ch ist 

f{a) 



na) 



(3.) af = a- 



na) 
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ein zweiter Näherungswert, der unter gewissen Bedingungen 
dem wahren Werte von x näher liegt als a. Einen dritten 
Näherungswert findet man dann durch die G-leichung 

(4.) a- = a'_5^. 

Indem man dieses Verfahren, welches „die i^^eu^onsche 
Näherungsmethode" genannt wird, fortsetzt, kann man sich 
dem wahren Werte von x beliebig nähern. * 

Einen solchen ersten Näherungswert a wird man am 
leichtesten finden, indem man die Kurve 

y = f{x) 
durch Berechnung der Koordinaten einer Reihe von Punkten 
zeichnet und die Abszissen der Schnittpunkte aus der Zeich- 
nung näherungsweise bestimmt. 

Die Newton sehen Näherungsformeln fähren aber nur 

dann zum Ziele, wenn ' ^^ h? und die folgenden Glieder in 

Gleichung (1.) wirklich sehr klein sind. Deshalb hat Fourier 
die Netotansche Methode noch in der folgenden Weise ver- 
bessert 

Man bestimme zwei Zahlen a und b so, daß zwischen 
a und 6 nur eine Wurzel der Gleichung f{x) = liegt, und 
daß die Gleichungen f^{x) = und f*\x) = in diesem 
Intervalle keine Wurzel haben. Dann müssen f(a) und f{b) 
entgegengesetztes Zeichen haben, weil f{x) für einen Wert 
von X zwischen a und 6 verschwindet Dagegen hat f\a) 
mit /*'(6), und ebenso hat f^\a) mit f^^b) gleiches Zeichen. 
Deshalb sind in bezug auf die Vorzeichen von f(x)j f'{x) 
und /""(x) vier Fälle zu unterscheiden. Diesen vier Fällen 
entsprechen die Figuren 140 bis 143, in denen 

OAi = a, OBi = 6, OQ = x 
sein möge. In den Figuren 140 und 141 schneidet die 
Tangente des Kurvenpunktes B die X-Achse im Punkte T, 
und durch den Kurvenpunkt A ist eine Parallele AS zu 
TB gelegt; in den Figuren 142 und 143 schneidet die Tan- 
gente des Kurvenpunktes A die X-Achse im Punkte T, 
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677 



and dorch den Kurvenponkt B ist eine Furallele B8 zu 
TA gelegt. 

Fig. i«a n» 141. 




Im Fidle I (Fig. 140) ist 

Aa)<0, r(a)>0, n«)>0, 

m>o, nh)>o, nb)>o, 

d. h. die Kurve tritt ans dem Negativen ins Positive mid 
ist nach oben konkav. 

Im FaUe U (Fig. 141) ist 

f(a)>0, Aa)<0, n«)<0, 

m<o, r{b)<o, nb)<o, 

d. h. die Korve tritt aas dem Positiven ins Negative and 
ist nach oben konvex. 



n«. 14a 



Fi«. 148. 




Im FaUe Hl (Fig. 142) ist 

f{a)>0, na)<0, na)>0, 

m<o, f'ibxo, r(&)>o, 

ICi«p«rt, PiffTtntUl - Biwhnnng. 
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d. h. die Kurve tritt aus dem Positiven ins Negative und 
ist nach oben Konkav. 

Im FaUe IV (Fig. 143) ist 

f{a)<0, Aa)>0, na)<0, 
A6)>0, A6)>0, r(b)<0, 
d. h, die Kurve tritt aus dem Negativen ins Positive und 
ist nach oben konvex. 

Der konvexe Teil der Kurve ist demnach in den Fällen 
I und n der Ordinate BiB und in den Fällen III und IV 
der Ordinate ÄiÄ zugewendet. Deshalb heißt nach Fourier 
in deh Fällen I und II der Wert 6 und in den Fällen DI 
und IV der Wert a ^die äußere Grenze'*. Man beachte, 
daß in den Fällen I und II f'{a) und f'\a) gleiches^ und in 
den Fällen m und IV entgegengesetztes Zeichen haben. 

Im Falle I setze man 
(B.) a; = 6— (ft — a;)= OQ, 

dann wird nach Formel Nr. 88 der Tabelle , wenn man a 
mit h vertauscht, 

(6.) f(x) = m -{b- x)m = 0, 

wo 1 = 6 — BQ) — x) zwischen x und h liegt. Daraus folgt 

(7.) *-^ = Äi)' ^^'' ""^^'My 

Da in dem betrachteten Intervalle f'\x)>0 ist, so wird 

(8) nh)>nSi>0, also o<M<^. 

Dies gibt 
(9.) x = h-j^^<h-j^^^h <h. 

Die Zahl 6' = 6 — ^^- liegt also zwischen x und 6, 

d. h. sie liegt dem^ wahren Werte der Wurzel näher als 6. 

Setzt man 
(10.) x = a + (x — a), 

80 findet man in ähnlicher Weise nach Formel Nr. 88 der 
Tabelle 
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§ 123. Die NewUmschen Nähenmgsformeln. 579 

(11.) fix) = f{a) + {x- a)nr,) = 0, 

wo jy = a + 6{x — a) zwischen a und x liegt. Dies gibt 

,12.) .- — ^, od« x-.-ff,- 

Da in dem betrachteten Intervalle f^\x) > ist, und 
da f{a) < ist, 80 wird 

(13.) 0<m<A6), also ^^>^, 

foIgUch ist 

(14.) a, = a--^>a-^^ = «>«. 

Man ^det also 
(15.) a<af <x<V <b. 

Diese Untersuchung läßt sich in folgender Weise geo- 
metrisch deuten. Die Tangente im Punkte B (Fig. 140) 
hat die Gleichung 

(16.) y-m=^m{^-hy, 

für den Schnittpunkt T dieser Tangente mit der X-Achse 
findet man 

xf^^OT, y'-O, also — f{b) == f\b)(OT—b), 
oder 
(17.) OT^h-P'^^^h'. 

Femer hat die Gerade A8^ welche zur Tangente TB 
paraUel gezogen ist, die Gleichung 
(la) l/-f{a)^f\b){af-a). 

Für den Schnittpunkt 8 dieser Geraden mit der 
X-Achse findet man 

0/ = OS, y' = 0, also — f{a) = f\b){OS — a), 
oder 
(19.) 05=a-^ijU«'. 

Gleichzeitig erkennt man, daß das Intervall zwischen 
af und b' wesentlich kleiner ist als das Intervall zwischen 
a und 6. 

37* 
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Indem man dieses Verfahren weiter fortsetzt, findet 



man 



(20.) 









j/// ^ 5« 



An 



Die einzelnen Intervalle 

werden immer kleiner und nähern eich schließlich dem 
Weile beliebig. Nach den Gleichungen (17.) nnd (19.) 
ist nämlich 

Nach der Tay/or sehen Reihe wird aber 

also für X = a 

(23.) ;^(«) - nb) = - ltf'% + 1^5), 

wo 5 = 6 -j- 8(ff — h) — b — Bk zwischen a und & liegt 
Deshalb geht Gleichung [22.) über in 



(24.) 






Bezeichnet man mit ff den größten Wert, den /""(x) 
in dem Intervalle von a bis b anninuut, und setzt 

G 



(25.) 
80 wird 



2r{«) 



= C, 



m^G,ria)<nh), al.0 t^^^^<2p^, 

oder 

(260 Ä-'<C,A'3. 

JGbenso findet man 
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Man erkennt, daß die Annäherung eine sehr starke 
wird, wenn C.k <1 ist 

Dieselben Formehi, welche für den Fall I hergeleitet 
sind, gelten auch für den Fall 11, wie man leicht zeigen kann. 

Für die Fälle III und IV, bei denen a die äußere 
Grenze ist, erhält man brauchbare Resultate, wenn man in 
den Gleichungen (17.), (19.) und (20.) ö, a', a", . . . bezw. mit 
6, Vy 6^^,... vertauscht; man hat also zu setzen: 



(27.) 



Z'^«)- l,^i-f^^^ 



f\a) f\a) 



Hier haben f%ä) und f'\ä) entgegengesetztes Zeichen. 

Macht man noch die Voraussetzung, daß f''\x) zwischen 
a und 6 nicht verschwindet, so ist O entweder f'\a) oder 
/""(d); dann kann man die Zahl C für alle vier Fälle durch 
die Gleichung 

(28.) C=^ 

erklären, wo K die kleinere von den beiden Größen f\a) 
und ^'(6) und ö^ die größere von den beiden Größen /""(a) 
und /""(ft) ist Es gelten dann für alle vier Fälle die Un- 
gleichungen 
(29.) 6 — a = ft, V<C.Tc^, hf'KC^.h^, Ä'"<C^A^.... 

Ist C /c < 1, so braucht man nur die Näherungswerte 
an der äußeren Grenze zu berechnen, denn aus den Un- 
gleichungen (29.) ergibt sich, wie groß der Fehler höchstens 
sein kann. 

BeispieL Man soU die Wurzeln der Gleichung 
(30.) f{x)=^afi — x^ — 10x — b^0 

ermitteln. 

Aufltoling. Zunächst zeichne man die Kurve, welche 
der Gleichung 

(31.) y^^{pfi — a2_ lOx— B) 
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§ 123. Die NeuftoH aohen N&henmg^sformeln. 



entspricht; dann sind die Abszissen der Schnittpunkte dieser 
Kurve mit der X-Achse die "Wurzeln der Gleichung (30.). 

Dabei ist der Faktor ^ vor der Klammer noch willkürlich 
o 

und nur hinzugefügt, damit die Kurve nicht zu große 
Dimensionen in der Sichtung von oben nach unten erhält, 
und damit man die Abszissen der Schnittpunkte mit größerer 
Sicherheit abmessen kann. Zur Konstruktion der Kurve 
genügen die Koordinaten weniger Punkte, und zwar wird 

Flg. 14i. 




== — 2,2 für x = — 3, 



y 0,375 „ « = —2,5, y = — 3 

y=+0,6 „ X 2, y = — 4,238 

y= 4- 0,875 „ 05 = — 1,523, y = — 3,4 
y = + 0,6 „ x = —l, y = — 1,875 

y = — 0,075 „ X 0,5, y = +0,6 

y=-l „x = 0, y = + 4,375 

Aus Gleichung (30.) folgt 
(32.) /•'(x) = 3x2 — 2x— 10, f"{x)'=6x 

Deshalb wird y ein Maximum für 



1,681 für X = + 0,333, 



x = + l, 
a; = + 2,189, 
x=+3, 
x = + 3,5, 
a; = +4, 
X = + 4,5. 

2, r'(a:) = 6. 



x = i(l 
und ein Minimum für 



■V3i) = — 1,523 
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§ 123. Die Newton sehen N&herangsformeln. 583 

x = i(l + }/31) = + 2,189, 

weil f\x) für diese Werte von x gleich Null wird. Für 

x = 0ß33 
erhält man, weil f^^{x) gleich Noll wird, einen Wendepunkt. 
Aus der Zeichnung findet man leicht, namentlich 
wenn man einen etwas größeren Maßstab anwendet, daß 
die drei Wurzeln der Gleichung (30.) bezw. in den Inter- 
vallen 

von —2,4 bis —2,3, 

„ -0,6 „ —0,6 
und „ +3,8 „ +4,0 
liegen, und kann dann die Werte der drei Wurzeln bis auf 
vier Dezimalstellen genau in folgender Weise finden: 

Indem man beim Einsetzen der Zahlwerte das in 
§ 122 angegebene Schema benutzt, findet man zunächst für 
a « — 2,4 und 6 = — 2,3 

f A<»)=-0,684, A«)=+12,08, n«)— 16A r'(«)=6, 
^ '^ lA6)=+0,543, r(6)=.+10,47, n6)=-15,8, r\h)^6. 

Hier tritt also Fall IV ein; deshalb wird 

-' ^^"^ - -2,4+5^ =— 2,4+0,04834=— 2,35166, 



f'{a) "'"^12,08 
^'^^~m 2,3-^=-2,3-0,04495 2,34495. 

um die fernere Rechnung zu vereinfachen, setze man 
(34.) a' = — 2,362, ft' = — 2,344. 

Dies ist erlaubt, weil man a' etwas kleiner und 6' 
etwas größer annimmt als die bereits gefundenen Näherungs- 
werte. Jetzt wird 

(36.) AaO=— 0,022942, AftO= +0,066940, /"'(aO«^ 11,299712, 
folglich ist 

af'^a' — 
6" = 6' — 



A«0 


, 0,022942 __ 
''•^^'^ + 11,299712- 


— 2,349970, 




0,066940 _ 
'^^ 11,299712" 


— 2,349924. 
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584 § 128. Die JVeto/onsclieii l^fthenmgsformelD. 

Da Xi zwischen a^^ und ft", aber näher an a" liegt, so 
setze man 

36.) xi = — 2,349970. 

Der Fehler wird dann kleiner als ^(6" — a") = 0,000023. 

Für das zweite Intervall wird a«= — 0,6 und b = — 0,6; 
dies gibt 

|A«)= +0,424, ria)^ -7,72, /•»=-5,6, r'W = 6, 
^ ^ l m = -0,376, nb) = -8,26, nb) = -5, r\b) = 6. 

Hier tritt also Fall 11 ein; deshalb wird 

«"=«*— Sx=— 0,6+ %^= —0,6+0,061 394 = —0,648606, 
/ W ö,zo 

*' = i— ®N=— 0^5- ?S= —0,6—0,046466 = —0,545455. 
/ W ö,zo 

Um die fernere Bechnung zu vereinfachen, setze man 
(38.) «'=^—0,649, 6' = — 0,646, 

dann wird 

(39.) AaO = 0,023l30, /'(60 = — 0,008904, f\b')^—8fll892b, 
felglich ist 

.. _ .. m _ _ 0,549 + 0P23 130 ^ _ ^^^^ ^ ^^^ 



/W ' ^8,018925 

6//_5/_/^__0546_020089O4__ 

/ A60 ' 8,018925 ".ö4bllü. 

Da a^ zwisdien a" und 6'', aber näher an b" liegt, so 
setze man 

(40.) a^ = — 0,546110. 

Der Fehler wird dann kleiner als |(6"— o'O -= 0,000003. 

Für das dritte Intervall wird a^^Bß und 6 = 4; 
dies gibt 

Aa)=-2,668, no)=+26,72, no)=4-20,8, r'(a)=6, 



^^1-) lA6)=+8, Aft)-+30, n6)=+22, /'n&)=6, 
Hier tritt also Fall I ein; deshalb wird 

a' = a-^j = 3,8 + ?|^ = 3,8 + 0,0856 = 3,8856, 
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Um die fernere Eeclinung zu vereinfaclien, setze man 
(42.) a' = 3,885, 6' = 3,9, 

dann wird / 

(4a) f{af) = — 0,306 046, A^O = + 0,109, f\}/) = + 27,83, 
f olgUch ist 

Da a% zwischen af^ mid 6", aber näher an ft" liegt, so 
setze man 

(44.) «8 = 3,896 083. 

Der Fehler wird dann kleiner als ^(6" — a'O = 0,000 043. 



§ 124. 

Näherungsmethode von Oraeffe. 

Sind in der Gleichung f{x) = die absoluten Beträge 
der Wurzeln voneinander verschieden, und sind die abso- 
luten Beträge der reellen Wurzeln größer als die der kom- 
plexen Wurzeln, so kann man zur Ermittelung der reellen 
Wurzeln das folgende Verfahren anwenden. 

Durch Vertauschung von x mit — x geht die Glei- 
chung 
(1.) f{x) = x^ -f aix«~i + Oiaf*-"^ H f- a^ix + a„ 

= (x — X\) {x — X2i(x — xa) • • • (a: — a:„)= 
in 

(2.) fl{x) = X* — aiOC^-l + 02X^-2 1 jp ^j^jgj ^ ^n 

= (X + Xi) (X + X2) (X -f- Xs) • • • (X + Xn) = 

aber. Indem man die beiden Gleichungen (1.) und (2.) mit- 
einander multipliziert, eriiält man eine Gleichung 

(3.) X^ + 6iX^^2 ^ h^n^l ^ 1. ft^_jaj2 _|. j^ 

= (X2 — Xi2)(x2-X,2)(x2 — X32)...(x3-X«2) = 0, 

wobei 
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586 § 124. NUheningsmethode von Graeffe, 

• I 61 = 2a2 — «i^, 
^ 62 = 2a4 — 2oia3 + 02^, 

63 = 2a6 — äoittö + 202^4 — «3^1 

Am einfachsten findet man die Koeffizienten der Glei- 
chung {3.), wenn man f{x) auf dief Form 

(la.) f{x) = (a;'»+a2a:»-2+a4a5'«-^+ . . .) + («ix^-i+osa:--^-! ) 

= A + B 
bringt, wobei 

A ^ X» + a2a;*""2 ^ aipc^^^ -| , 5 = aix'*-^ + «02^"^+ • • 

ist, dann wird 

(2aO fi{x) = Ä — B=0 

und 

(3a,) f(a^) . /i(x) = il2 — 52 = 0. 

Indem man a^ = y setzt, geht Gleichung (3.) über in 

(5.^ g(y) = y^+ biy'*-^ + %«-2 .^ 1. j^_^ ^ j^ 

= iy — Xi^(y — Xi22)(y _ xs^) . . . (y — Xn^ = 0. 

Multipliziert man diese Gleichung mit 
(6.) [— rrg{- y) = y« — 6iy«-^ + hy"'^— + • • • + 6«-iy ± i» 

und setzt y^=z z^ so erhält man die Gleichung 

= (2f — «i*)(2^ — a:2^)(^ — Xä*) . . . (a: — X«*) = 0. 
Dieses Verfahren kann man beliebig fortsetzen und 
findet, wenn man die Zahl 2' mit (i bezeichnet, schließlich 
eine Gleichung 

(8.) M?* + piW^-^ + ;>2li;»-2 „^ Y- Pn^l'^ + Pn = 

mit den Wurzeln xi'', Xä'*, xä'*, . . . x„^. 
Sind alle Wurzeln reell, und ist 

m Xi^ > Xä« > X8^ > . .^. > X«2, 

SO wird nach den Ausfährungen in § 115 

(10.) — pi = Xi'* + Xä'* + Xs^ H \-Xn^ 
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§ 124. N&henmg8mefchode von Graeffe. 587 

(110 +Pt = Xlt^'' + Xif'X^'\ \-X2f'X^A \-Xsf'XAf + "^ 

(12.) —p^ = xif^xt^x^ + x\^2^x^^ H 

= a;i'*xfe''a;&^ri + ^'*+ ' • •] = xx^Xil'x^ + «ö), 

(13-) ±Vn = x^}'oo^x^.^^xJ'^ 

Nun sind aber nach Voraussetzung die Größen 

lauter echte Bräche, deren Potenzen man beliebig klein 
machen kann, wenn man nur den Exponenten hinreichend 
groB macht Deshalb kann man auch die Qrößen £i, b%^ 
«8, . • . beliebig klein machen und findet mit beliebiger An- 
näherung 
(14.) — |h = a:l^ + i>2 = x\^xt^^ —ps = xi^x^^x^^ 

Daraus folgt näherungsweise 
(16.) xit'=—pi, xt'* =— ^, X3^=— ^^ "Xn = —y 

Pl P% Pn-\ 

oder 

log(± ^) = — log(— J>l), 

l0g(± 35«) = — [l0gl>8 — l0g(— Ih)], 

(16.) \ 1 

log(± a%) = - [log(— 1>^ — logj»«], 

log(± «») = - Pog(± P») — log(T i»«-i)] . 

Beispiel. Man soll die Wmzeln der Gleichang 
(17.) A«) = a:' — «* — 10« — 6 = 

berechnen. 
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§ 124. N&henuagnnetliode von Oraeffe. 



AufHisung. Mit Hilfe des Sturmadkea. Satzes ka 
man leicht nachweisen, daß die G-leichnng zwei negati\ 
and eine positive reelle Wnizel hat, daß also das vorhe 
angegebene Verfahren anwendbar ist Ans 

(X» — lOw)» — (a? + 6)? = 
folgt dann die Gleichung 
(la) V — 21»» + 90y — 26 = 0, wo y = a?. 

Femer folgt ans 

(j^ + 90y)» - (2 V + 26)» = 
(19.) »8 — 261«» + 7060« — 626 = 0, wo « = y« = ««. 

Ans 

(«8 + 7060«)« — (261«« + 625)« = 
folgt die Gleichnng « 

(20.) «)8 — 54 021«« + 49 376 250w — 890626 = 0, 
wo «> = «« = y* ^ ac^. 
Deshalb wird 

log(± «0 = g log64 021 = 4,732 662 6 : 8 = 0,691 670 3, 

log(± «») = g Pog49 876 260 — log64 021] 

= (7,693 618 1 — 4,732 662 6) : 8 
= 2,960956 6:8 = 0,3701194, 

log(± aü») = I [log390 625 — log49 376 250] 

= (5,591 760 1 — 7,698 518 1) : 8 

= (5,898 242 — 8) : 8 = 0,737 280 3 — 1 . 

Daraas folgt 

!«! = -{- 3,904 544, 

(21.) I »» = ±2,344874, 

las =±0,546 110. 



Da a^+z« + :nB=l ist, so maß xi>0, oekO, «b<0 
sein. Aas der Vergleichong dieser N&herongswerte mit den 
in § 123 fär die Worzeln derselben Gleichnng gefnndenen 
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§ 124. Nähenmgsxnethode von Graeffe, 589 

Werten erkennt man, daß die Annäherung eine ziemlich 
starke ist 

Der große Mangel dieser Methode liegt darin, daß man 
zwar die Wurzeln mit beliebiger Genauigkeit berechnen 
kann, daß man aber für den Fehler keine zuverlässige 
Grenze angeben kann. Man wird daher imi allgemeinen 
zunächst die Oraeffesche Methode benutzen, um für die 
Wurzeln Näherungswerte zu finden, und dann die Methode 
von Newton und Faurier anwenden, wenn es darauf an- 
kommt, bei der Berechnung eine bestimmte Genauigkeit 
zu erzielen« 

Sind auch komplexe Wurzeln vorhanden, so kann man 
die Methode von Oraeffe noch zur Berechnung der reellen 
Wurzeln anwenden, deren absoluter Betrag größer ist als 
der absolute Betrag der komplexen Wurzeln. 

Nach den Ausführungen in § 114 treten die komplexen 
Wurzeln paarweise auf. Ist z. B. 
(22.) Xg = r(cos 9 + «siny) 

eine Wurzel der Gleichung /(a;) = 0, so hat die Gleichung 
noch eine zweite Wurzel voll der Form 
(23.) Xi = r(cos9 — «sing>). 

Dies gibt 
(24.) xj^ + xif*=^ rf*[co8(/iq>) + 1 sinO^^)] + f^[cos(ßq>) — ism(ßg>)] 

Hat jetzt die reelle Wurzel xi unter allen Wurzeln 
den größten absoluten Betrag, so kann man in der Glei- 
chung 

die Größe ei für hinreichend große Werte von /i wieder 
beliebig klein machen, so daß man mit beliebiger An- 
näherung 

(25.) xt=±y^pt 

erhält 

Ebenso kann man die Methode von Oraeffe zur an- 
genäherten Berechnung derjenigen reellen Wurzeln be- 
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g 124. Nahenrngsmethode voü Graeft. 



nutzen, deren absoluter Betrag kleiner ist als der absolate 
Betrag der komplexen Wurzeln, denn man kann diesen Fall 

auf den vorstehenden zurückführen, indem man x= -z setst 

Dann entsprechen den gesuchten Wurzeln diejenigen reellen 
Wuraeln in der Gleichung 



(26 



deren absoluter Betrag gröQer ist als der absolute Betrag 
der komplexen Wurzeln. 

Man kann die Methode von Graeffe sogar so veraU- 
gemeinem^ daß sie für die angenäherte Berechnung der 
komplexen Wurzeln geeignet wird. Die Auseinandersetzung 
des dazu erforderlichen Verfahrens würde aber hier zu 
weit führen. 



t 



Digitized by 



Google 



XVI. Abschnitt. 
Asymptoten einer Kurve, 

§ 12B. 

Richtung der Asymptoten. 

(Vgl. die Formel -Tabelle Nr. 2011) 

Erkllning. Eine Tangente, deren Berührungspunkt 
unendlich fem liegt, beißt eine „Asymptote** der Kurve* 

In diesem Falle ist Formel Nr. 144 der Tabelle, welche 
die Gleichung der Tangente angibt, nämlich 

nicht mehr anwendbar, weil in dieser Gleichnug x und y 
(oder wenigstens die eine von diesen beiden Größen) iin- 
endlich groß werden. Auch kann die Differentiation von 
y nach x in diesem Falle nicht mehr ausgeführt werden» 
T>SLgpgen führen die in Abschnitt XIV ausgeführten alge- 
braischen Untersuchungen zum Ziele. 

Dabei möge die Bestimmung der Asymptoten einer 
Kurve mit der Gleichung 
(1.) F(x,y) = 

auf den Fall beschränkt werden, wo F[jr, t/) eine game 
rationale Funktion n*«* Grades ist, obgleich die meisten 
Schlüsse und Ebrgebnisse der hier folgenden Untersuchung 
auch dann noch richtig bleiben, wenn diese Beschränkung 
aufgehoben wird. 

Zunächst beachte man, daß die Asymptote eine gerade 
Linie ist, deren Gleichung die Form 
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(2.) 

haben muß. 

(2a.) 

und ist ^ ^ 

(3b.) 

wobei 

(3.) 



g 125, Elchtou^ d«r Asymptoten* 

Ist B ^0, 80 erhält man bieraas 

0, 80 erhält man 

^ = V + i, 



A , B 1 



ist Wird B =^0, so ist die (Jerade parallel zur F- Achse 
und hat die Gleichung 

x' = X, 
während die Gleichung {2a.) nicht benutzt werden kann. 
Wird A = 0, so ist die Gerade parallel zur X-Ackw und 
hat die Gleichang 

während die Gleichung (2b.) nicht benutzt warden kann. 

Damit die Gerade (2a.) oder (2b*) durch den Korven- 
punkt P mit den Koordinaten x und p hindurchgehtj muß 

oder 

(4.) 



X X 



und 1^=^ 



y y 

sein, wobei zunächst angenonmien ist, daß der Punkt P 
im Endlichen liegt Ruckt aber P ins unendliche, so wird 



(4a.) „ = lta(»-0=li„(.n, 

(4bO /= lim/"?- -\ = Hni(^^ 

Um nun die Größen Umf ^1 be^w, lim(-J zu be- 
rechnen, beachte man, daß x und y die Koordinaten eines 

JfMn?e7ipunktes sind, daß man also die Werte von - und - 

X y 

aus der Gleichung der Kurve, nämlich aus 
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§ 125. Richtang der Asymptoten. 593 

bereclinen muß. Zu diesem Zwecke ordne man F{x^ y) 
60, daß 

wird, wobei 

Un = air + aiaJjT"^ + öa^V-^ H h a„_ia:^^ + a^x« 

alle Q-lieder der n*«* Dimension, 

alle Glieder der (n — l)*««^ Dimension. 

D\ = *y 4- M 
die Glieder der ersten Dimension enthält, und Z7o eine Kon- 
stante ist. 

Dividiert man jetzt beide Seiten der Gleichung (5.) 
durch a:*, so wird 

F{x,y) ^Un Un^i , I P^i I ^0^0 



' 


Dabei ist 




(6.) 


^=«(D+«.(r+-(r+-+- 


-(D+- 


nur 


noch von - abhängig. Dagegen wird 




(7.) 


%^=Kr+K-r+'"(-D'^+- 


• + 6—1 • 




Läßt man jetzt x unendlich groß werden, 


so ist 


<8.) 


lün(0.„, 




und 


wenn m eine endliche Größe ist. 





Ebenso werden die Größen lim -^-^ , ... lim — > 

lim --^ gleich 0, so daß sich die Gleichung (5.) bei der Aus- 

fährung der angegebenen Operationen auf 

(9.) lim — ^ = am^ -f- axm^"^ -f- a^^"'^ + • • • + a«-i»w+ö„ = 

reduziert 

Kl«p«rt, Diff^MntUl-Rtohiiimf. 38 
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594 § 126. Sichtung der Asymptoten. 

Die n Wurzeln dieser Gleichung entsprechen n Rich- 
tungen, in denen unendlich ferne Punkte der Kurve liegen. 

Mne Kurve n^^ Grades hat daher n unendlich ferne 
Punkte und deshalb auch n Asymptoten, von denen aber 
einige imaginär sein können, dem Umstände entsprechend, 
daß die Gleichung (9.) imaginäre Wurzeln haben kann*) 

Wenn in Gleichung (9.) der Koeffizient von m'*, näm- 
lich a, gleich wird, so reduziert sich der Grad der Glei- 
chung (9.) und somit auch die Anzahl ihrer Wurzeln, nicht 
aber die Anzahl der Asymptoten. Es wurde ja schon vor- 
her darauf hingewiesen, daß die Gleichuugsform 

yf =^ma/ + C' 
für die Asymptoten nicht immer verwendbar sei. Dieser 
Fall tritt ein, wenn a gleich ist 

Dividiert man nämlich die Gleichung (5.) durch y^, 
läßt dann y unendlich groß werden und beachtet, daß 

limf - j = l ist, so erhält man 

(10.) lim -^ = anV* + au-il""-^ + a»-2^'*"2 _| \-ail+a = 0. 

Wird jetzt a gleich 0, so hat ditese Gleichung die 
Wurzel 

l = — = 0, 
m 

lind die entsprechende Asymptote steht auf der X-Achse 
!!!ünkrecht. Ist auch ai gleich 0, so läßt sich in Gleichung 
(10.) auf der linken Seite der Faktor l- abtrennen, d. h. die 
Gleichung hat die Wurzel 

1 = 
zweimal, so daß zwei Asymptoten auf der X-Achse senk- 
recht stehen. Usw. 



♦) Unter einer imagi%iären Wurzel soll hier im Gegensatz zu 
den reellen Wurzeln eine komplexe Größe von der Form a + hi ver- 
standen werden, bei der 6^0 ist 



\ 
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126. Lage der Asymptoten. 595 

§ 126. 

Lage der Asymptoten. 

(Vgl. die Formel-Tabene Nr. 209.) 
Nachdem man im vorhergehenden Paragraphen aus 
der Gleichung (9.) einen Wert von m (od^r aus der Glei- 
chung (10.) einen Wert von l) bestimmt hat, kennt man 
ei*8t die Richtung der Asymptote 

y* = mxf + /«i bezw, a/ = Zy' + x; 
um ihre Lage vollständig zu erhalten, muß man noch den 
zugehörigen Wert von (i (bezw. X) aufsuchen. 

Zu diesem Zwecke bestimme man die Punkte, in denen 
die Kurve von der Geraden geschnitten wird. Für die 
Koordinaten eines solchen Punktes gelten die Gleichungen 
(1.) 2^(x, y) = und y = mx + /m 

gemeinschaftlich) also auch die Gleichung 
(2.) F(x, mx + (i) = 0. 

Diese Gleichung enthält nur noch die eine Unbekannte 
X und läßt sich, da sie höchstens vom n^^ Grade ist, auf 
die Form 
(2a.) F{x, mx + ii) — Yx'^ + Viaf""^ + 72X^-2 + • • • 

+ Vn^xx+yn = 
bringen. Wie die Koeffizienten V, Ti, Fa, • • . gebildet sind, 
ergibt sich aus der Betrachtung der Ausdrücke 

Uflx, mx + li), Un^iiXj mx + //), Un-^2{x, mx + /£),... , 
in welche die Größen Uny CT^-i, Z^#i-2, • . . übergehen, wenn 
man y gleich pix -|- l^ einsetzt. Es ist nämlich 
Un{x,mx + (i) = 

a{mx +li)^ + aix{mx +fi)'*~'^ H (- aM^iX^-^mx +/^) + a,^^ 

= (am** 4" ÄiW»"^ H f- On-im + a^)x^ 

+ filnam**^^ + (n — l)aim**^^ H 1- 2an^2^ + a»— i]«*^^ 

+ 

Un-liX, fnx + fi) = 

b(mx + f^)^"^ + bi3c(mx + f^T^^ H h 6»-2a:^~^(mx -f /i) 

88* 
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Daraus folgt 

(3.) V — am^ + aim*^^ H f- a„«im + a„, 

(4.) Fl = iA[nam''-^ + (»> — l)Äifn'»-a -\ h ««-i] 

V +(&in'-i + 6im*-^ + --- + 6,.-3Wi + 6«-i), 

Da nun der Wert von m bereits so bestimmt ist, daß 
Gleickung (9.) in § 125 befriedigt wird, so ist schon des- 
halb 

T=0, 

d. h. die Gleichung (2a.), nämlich die Gleichung 

Yx^ + Yi7f^^ + Y^pif^ H h y^i^ +Yn = 0, 

hat bereits eine Wurzel 

aJ = oo, 
oder mit anderen Worten^ die Gerade 

geht bereits durch einen unendlich fernen Punkt der Kurve, 
welchen Wert auch [a haben mag. 

Damit sie aber die Kurve in diesem Punkte berührt, 
muß man ii so bestimmen, daß auch noch eine zweite 
Wurzel der Gleichung (2a.) unendlich groß wird. Dies ge- 
schieht, wenn man 
(5.) 71 = 

macht, indem man 



(6.) ti = - 



5t»*-i + öim'-a + • • • + 6,.-am + K^i 



nam^^^ + (^ — l)aim'»""^ + h ^-i 

setzt 

Die Regel, welche sich aus dieser Untersuchung für 
die Behandlung von Beispielen ergibt, ist daher folgende: 

Man dividiert Un durch x^ und erhält dadurch, daß 



man limf -1 gleich m setzt, die Gleichung 

lim — ^ = am*^ -f aim*-^ -f a2m'^2 H 1- a^-it» + a^ = 0. 

Ist m eine Wurzel dieser Gleichung, so setze man 
y = mx '\- (i in die Gleichung 
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§ 126. Lage der Asymptoten. 597 

F{x,y) = 
ein, von der man aber nur die Glieder Un + Ut^i braucht, 
dividiert durch af^^ und laßt dann x unendlich groß wer- 
den. Dies gibt eine Gleichung ersten Grades für die Be- 
stimmung von fi. 

Man hätte auch x mit y und infolgedessen m mit l 
und fi mit X vertauschen können, um die Gleichung der 
Asymptoten in der Form 

x' = U/ + X 
SU erhalten. Diese Yertauschung ist sogar notwendig, wenn 
eine oder mehrere Asymptoten der F- Achse parallel sind, 
d. h. wenn 

a = 0, 01 = 0, 

Eine Modifikation 1er gegebenen Regel tritt nur ein, 
wenn die Gleichung 

f(pt) =r am** + aitn*^^ + ajm*~2 ^ ... ^ a,^im + «n =* 
gleiche Wurzeln hat, d. h. wenn unter den Asymptoten 
etliche aneinander parallel sind; dann wird nach dem in 
§ 113 bewiesenen Satze auch 

f'{fn) = nom'^-i-Hw— l)aim"-2+(n— 2)aam*-« -j f- o^i = 0. 

Der Wert von /i ist deshalb entweder nach Gleichung 
(6.) unendlich^ d. h. die zugehörigen Asymptoten räcken ins 
unendliche, oder es wird auch 

In diesem Falle wird Fi gleich für jeden beliebigen 
Wert von ^ so daß man den Wert (oder vielmehr die bei- 
den Werte) von /i erhält^ indem man 

72 = 
setzt Ist auch V2 für jeden Wert von ^ gleich 0, und gilt 
dasselbe für Vsj...V^i (nicht aber für 7«), beginnt also 
die Entwickelimg von F{Xj mx + /i) nach fallenden Potenzen 
von X mit V^pcf^-^j so bestimme man fi so, daß auch 

wird. Dies ist dann eine Gleichung c^ Grades von /i, dem 
Umstände entsprechend, daß a Werte von m einander gleich 



Digitized by 



Google 



598 



§ 127* Asymptoten eiuzeljxer Kurvieii» 



sind, die aber zu et verschiedenen (zueinander parallelen) 
Asymptoten gehören. 

Am besten wird der Anfänger diese Angaben durch 
die Ausführung an einigen hier folgenden Beispielen ver^ 
stehen. 

§ 127. 

Anwendungen auf einzelne Kurven, 

Aufgabe 1. Man soll die Asymptoten der Hyperhd 
(1.) h^:^ — a^^—aW = Q 

bestimmen, (Vgl Fig. 145.) 

Auflösung. Hier ist h=2 und 

Fix ll-i* 

(3.) 



(2.) 
(2 a.) 



x~ X- 



aisu 




m= + 



Die Gleichung der einen 
Asymptote iat daher 



c^O 



1/'=-X' + ,«- 



Um auch noch den zu- 
gehörigen Wert von // zu be- 
stimmen, setze man y gleich 

' x-^- ft in die Crleichung {!,) ©in. Dadurch erhält man 
und wenn man durch x dividiert, 



(5.) 



JoÄ// 



= 0. 



Läßt man jetzt x unendlich groß werden, so folgt 

hieraus 

(6.) — 2a4// = 0, oder j« = 0< >^ 
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Die Gleichung der ersten Asymptote ist daber 

(7.* 4^ = !^«^; 

ebenso findet man für die zweite Asymptote die Gleichung 

(8.) ^ = -^^- 

Aufgabe 2. Man soll die Asymptoten der Parahd 
(9.) ^ — 2^j: = 

bestimmen. 

Auf Ifisung. Hier ist wieder n ==^ 2 und 

(10.) 5=1^. limg=«.* = 0. 



sko 

(IL) mi=0, mt = Q. 

Für beide Asymptoten findet man eine Gleichung von 
der Form 

im tf=fi^ 

Um die zugehörigen Wert« von /^ zu hestiTumen, setzt 
man y ^= p in die Gleichung (9.) ein und erhält 

(13,) fi^ = 1px, /ii = + y2px, //s = ^y2/ji. 

Läßt man jetzt x ins Unbegrenzte wachsen, so wachsen 
auch ii\ und fi% ins Unbegrenzte, d, h, die beiden Asymp- 
toten rücken ins Unendliche, 

Aufgabe 3- Man soll die Asymptotea der Karve 
(14) x^ + y'* - 3flX2/ = 

beM^immen. (Vgh Fig. 146,) 

AuflSsung. Bei dieser Kurve, welche man ..Foftutn 
Cartesii*' nennt, ist ri = 3 und 

(ir)a.) lim ^^ = 1 -f m« ^ (1 + »m)(1 — m + m«) = 0, 

also 

l + iVS l^iV'd 
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Die beiden imaginären Werte von m brauchen nicht 
berücksichtigt zu werden; die einzige reelle Asymptote er- 
hält man, wenn man m gleich — 1 setzt Dadurch wird 

und Gleichung (14) geht für diesen Wert von y über in 
(160 3//^^ — 3^^^ + /^ + 3ax* — Safix ^ 0. 

Indem man diese Gleichung durch x^ dividiert, Endet 



^^ "^ Wenn jetzt x unendlich 

groß wird, so erhält man 
(17,) 3fi + Sa^Q, 
oder 

Die Gleichung der reellen 
Asymptote ist daher 

(18.) 3^ = — x'^a, 
oder 

(ISa.) x" + f/ + a = 0. 

Aufgabe 4. Man soll die Asymptoten der Kurve 
(laj x^ — Sxf —a^^O 

bestinuü^n. (VgL Fig. 147,) 

Auflösung, Hier ist n ^ 3 und 

also 

(20.) lim^ = l—S7n^=0, m= + ^^' 

Da fn die Tangente des Winkels a ist^ den die Gerade 
y = ??ix + ^ 
mit der positiven Richtung der JT- Achse bildet, und da 

1 




— «(D' 



tg30o = 



Ka 
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8 127. Asymptoten emzelner Kurven. 



f 



m 



iflt, eo bilden die beiden AsyDiptoteii, welche den gefun- 
denen Werten von m entsprechen, bezw. die Winkel -|- 30^ 
und — 30^ mit der positiven Richtung der X-Achee. 
Setzt man nun 

1 , 

in die Gleichung (19.) ein^ so findet man 

OL) a^ — a^ — %i?^ ya — 3j:^2 _ ^tj ^ o, 

oder 

Wenn jetzt x unendlich* groß wird, so folgt hieraus 
(22.) _2^y3 = 0, oder (1 = 0. 

Die erste Asymptote hat daher die Gleichung 

(23.) y'y3 = a;'. 

Ebenso findet man für die zweite Asymptote die 
Gleichung 

(24.) i/y3 = -af. 

Um noch die dritte 
Asymptote zu erhalten, 
bilde man 

£73 a^— 3xj/2 




Dies gibt 

(26.) lim^ = P — 3Z = 0. 

Die drei Wurzeln 
dieser Gleichung sind 

(26.) ii = + y3, fc = -y3, h = 0. 

Wie man ohne weiteres erkennt, führen die beiden 
ersten Werte auf (iie schon bekannten Asymptoten; da- 
gegen liefert ^ = eine dritte Asymptote. Man muß daher 
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x = X 
in die Gleichung (19.) einsetzen und erhält dadurch 
}? — 3V — a^ = 0, 

y^ r 

Läßt man jetzt y unendlich groß werden, so folgt 
hieraus, daß 

(27,) ^ = 

wird, und daß die dritte Asymptote die Gleichung 

(2a) x' = o 

liat. Dies ist aber die Gleichung der F- Achse. 

Aufgabe 5. Man soll die Asymptoten der Kurve 
(20.) x{x^ — ä?) — %^y^ — a?) — %7nß — «3 = 

bestimmen. (Vgl. Fig. 148.) 

Auflösung. Hier ist 
wieder n = 3 und 
I/g ^ a:3_2y3_3 a;y2 

X^ Ol? 

= 1-30-. 0, 

also 

(30.) lim^=l— 3tn2— 2m3 

=(l+»i)(l+m)(l— 2m)=0. 
Die drei Wurzeln 
dieser Gleichungen sind 
daher 

(31.) Wi = 1, Wo = 1, W3=-f-^« 




Bei dieser Kurve findet man zwei paraUde Asymp- 
toten ^ weil zwei Werte von m einander gleich sind. Um 
die zugehörigen Werte von fi zu finden, setze man 

y= — x + fi 
in die Gleichung (29.) ein-. Dadurch erhält man 
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§ 127. Asymptoten einzelner Kurven. 603 

a<a?— a2)+2(x— it/)(x2— 2.«/a:+^— «2)— 3x(a:2_2^4.^2^a3^ 0, 

oder 

(32.) (— Sa^ + 3/t^)x — 2ffi + 2a?fi — a^ = 0. 

Indem man diese Gleichung durch x dividiert und x 
dann unendlich groß werden läßt, findet man 
(33.) — 3a2 + 3/|2 = 0, oder fi=±a. 

Die beiden entsprechenden Asymptoten haben daher 
die Gleichungen 
(34.) i/^ — x' + a und i/ = —a/ — a. 

Für die dritte Ajsymptote hat man 
1 ^ 

in die Gleichung (29.) einzusetzen. Dadurch erhält man 
(35.) —^fio? — Gfi^x~2tfi + 2a^fi — a» == 0. 

Indem man diese Gleichung durch x^ dividiert und 
dann x unendlich groß werden läßt, findet man 



Fiff. 149. 

r 



(36.) // = 0, 

so daß die dritte 
Asymptote die Glei- 
chung 

(37.) 2i/ = x' 
besitzt. 

Aufjgabe 6. Man 

soll die Asymptoten 

der Kurve 

(38.) ay'-x+2y-l=0 

bestimmen. (Vgl. Fig. 

149.) 

Auflösung. Hier 
ist wieder » = 3 und 

Die Gleichungen der drei Asymptoten haben daher 
die Form 
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§ 127. Asymptoten einzelner Knrven. 



Dabei findet man f^i und ^, indem man y = fi in die 
Gleichung (38.) einsetzt Dies gibt 

zf^ — x + 2(1 — 1 = 0, 
oder 

'^ X 

uod für Iima;= cx> 

(40.) tP = l, 

(4t) f'i = 4-l, /i2 = -l. 

Eljenso findet man X, indem man 2; = Jl in die Glei- 
chung der Kurve einsetzt. Dadurch erhält man 

(42.) Xf — X + 2y—l = 0, oder 
und für \imy = cx> 



y y^ 



(430 



(44.) 



X = 0. 



Die Gleichungen der drei Asymptoten sind daher 
4^ = 4-1, y' = -i, ^ = 0, 

Aufgabe 7. Man soll die Asymptoten der Kurve 

(46.) xtf^ + xhf — o? = 
bestimmen. (Vgl. Fig. 150.) 

Auflösung. In ähn- 
licher Weise wie bei den 
vorhergehenden Aufgaben 
findet man hier dr^ 
Asymptoten mit den Glei- 
chungen 

x' = 0. 

Aufgabe 8. Man soll 
die Asymptoten der Kurve 




(46.) I' 



(47,) a:8^ay2_aar»+ay* = 

bestimmen, (Vgl. Fig. 151.) 

Auflösung. Hier werden zwei Asymptoten imaginär, 
weil aus der Gleichung 
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\im^=Um(l + ^=l + m^ = 
folgt, daß 

wird. Die dritte Asymptote ist reeU pig, ul 

und steht auf der X-Achae senk- 
recht Dabei findet man ans Glei- 
«hang (47.), indem man x = ). setzt, 

is ^ xy^ — fflia 4- ay2 = 0, 
oder 

l' — al' 



605 



X + a + 



y' 



0. 




Dies gibt für limy = oo 
(4a) i.= — o; 

die einzige reelle Asymptote hat die Gleichung 
(49.) 0/ + a = 0. 

Die Gleichung (47.) kann man auf die Form 



(60.) 



y=± 



a + X 

bringen, woraus man erkennt, daß die X-Achse eine Sym- 
metrie-Achse der Kurve ist, und daß die Kurve zwischen 
der Asymptote x' = — a und der Geraden x' = + « liegt. 
Aus 



(61.) 



dy _2,\\ a^ — ax — x^, 
dx~ - {^a •{- x)y^W^7ß 



= tga 



folgt, indem man x = setzt , daß die beiden Tangenten 
im Nullpunkte die Winkel + 46^ und — 46^ mit der posi- 
^tiven Richtung der X-Achse bilden. (Vgl. Fig. 151.) 

Aufgabe 9. Man soll die Gleichung der Zissoide des 
Diokles herleiten. (Vgl. Fig. 162.) 

Auflösung. Die Zissoide des Diokles entsteht, indem 
man an einen Ejreis mit dem Halbmesser a zwei parallele 
Tangenten mit den Berührungspunkten und Ä legt, von 
aus eine beliebige Sekante zieht, welche den Kreis zum 
zweiten Male im Punkte C und die andere Tangente im 
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§ 127.y Asymptoten einzelner Knnren. 



Fig. 16& 



Punkte B schneiden möge, und von B aus die Sehne OC 
rückwärts auf der Sekante abträgt, so dafi 

PB=OC 

wird, dann ist P ein Punkt der Zissoide. 

Bezeichnet man den Winkel 
AOP mit 9> und die Strecke OP mit 
r, so findet man aus den rechtwink- 
ligen Dreiecken OÄB und OCÄ 

2a 
„(52.) 0B = j 0C= 2aco89), 

AB ' COS9) ^' 

also 

(53.) OB = r=OB—OC 




oder 
(53 a.) 



= (1 — COS^®), 

cos 9)^ ^^^ 



r = 



2a8in^9) 



cos 9) 
Daraus folgt, da 
OQ = rcos^), QP = rsin^) 



ist, 
(54.) 



X = 2a8in^9>, y = 



2asin^ 



(55.) 

Aufg^e 10. 

bestimmen- 



C089> 

Indem man aus diesen beiden 
Gleichungen ^ eliminiert, erhält man 

3i^ + xf — 2ay^ = 0. 

Man soll die Asymptoten der Zissoide 



Auflösung. Schon aus der Entstehung der Zissoide 
ergibt sieh, daß die Kreis-Tangente AB (vgl. Fig. 162) eine 
Asymptote der Zissoide sein muß. Dasselbe B^sultat findet 
nutii auch aus der Rechnung. £s ist nämlich 



(56.) 

also 



lim 



5=0+^)=^+"'^=«' 



mi = + i, m2 = — i, ms = cx> , 
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§ 127. Asymptoten einzelner Kurven. 607 

d. h. zwei Asymptoten sind imaginär , nur die dritte ist 
reell und steht auf der X-Achse senkrecht. Dabei findet 
man, indem man x = >l in die Gleichung (55.) einsetzt, 

;i^ + V — 2ay2 = 0i oder ;i — 2a + ^ = 0. 
Dies gibt für limy = oo 
(6a) i = 2a; 

folglich hat die reelle Asymptote die Gleichung 
(69.) 7^ = 2a. 
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XVn. Abschnitt. 
Theorie der Determinanten. 

§ 128. 

Einleitung in die Determinanten -Theorie. 

Für viele Untersuchimgen in der höheren Mathematik 
gewährt djfi Anwendung der Determinanten eine wesent- 
liche Erleichterung, einerseits dadurch, daß die Rechnungen 
kürzer werden, andererseitjs dadurch, daß die Resultate eine 
übersichtlichere und leichter zu merkende Form erhalten. 

Deshalb soll hier ein kurzer Abriß der Determinanten- 
Theorie eingeschaltet werden. 

Auf die Ausdrücke, welche man Determinanten nennt, 
ist man durch die Auflösung von n linearen Q-leichungen 
mit n Unbekannten geführt worden. Sind z. B. die beiden 
Gleichungen 

j dnXi + (I12OD2 =; Ci, 
l 021X1 + 023X2 = 02 

mit den beiden Unbekannten xi und 0:2 gegeben, so findet 
man bekanntlich durch Elimination 

/o\ 01022 — C2ai2 — t?ia2i4-^öii 

(Z.) Xi = 1 X2 = 

du 022 — Ä12 «21 Oll 022 — ^12 Oai 

Den gemeinschaftlichen Nenner dieser beiden Aus- 
drücke, nämlich die Größe 

Oll 012 
(3.) J = 011022 — 012 021 = 

021022 

nennt man „die Determinante^ der Koeffizienten der beiden 
Gleichungen (1.). Die Determinante wird daher auch so 
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geschrieben, daß man die Koeffiziehif^Vl^ derselben Reihen- 
folge wie in den gegebenen Gleichun^eh'^aufschreibt und 

zwischen zwei senkrechte Striche einschlieitf .*. 

•• • • 

Sind drei lineare Gleichungen **.•'.•'**. 

anXi -(- (I12X2 + Ä18XÄ = ci, * * .•* 

(4.) { osixi + 0^2X2 + (Hzocb == C2, *•• /*.;*; 

*• • • • 

^ fl8ia?i + 082X2 + dM^B = Cz '/;•• 

gegeben, so findet man bei der Auflösung für die drei Un-* 
bekannten xi, X2, a::si Werte, welche den gemeinschaftlichen 
Nenner 

(5.) J = ail (022 «88 «28 082) 4" 012(028 O8I O2I 088) 

+ Äl8(02l082 — 022091) 

haben. Diesen Nenner, welcher eine „Determinante dritter 
Ordnung'* genannt wird, schreibt man wieder in der Form 

011O12O18 

(5a.) z/ a= 021022028 

081 082 088 

wobei die Koeffizienten der gegebenen Gleichungen zwischen 
zwei senkrechte Striche eingeschlossen sind. Aus Glei- 
chung (5.) erkennt man, daß 

J = -S(— l)^Oi„02^08y 

ist, wobei sich die Summation über alle Permutationsformen 
aßY der Zahlen 12 3 erstreckt, und wobei das Vorzeichen 
( — 1)^ gleich -f- 1 oder — 1 ist, je nachdem die Permu- 
tationsform aßy aus 12 3 durch eine gerade oder eine un^ 
gerade Anzahl von Vertauschungen von je 2 Zahlen her- 
vorgeht Demnach sind die Glieder 

Ol 1022088) O12O28O8I, 018021082 

mit dem Vorzeichen + zu nehmen, weil die Reihenfolge 
der zweiten Indizes 

123, 231, 312 
bezw. durch 0, 2, 2 

solche Vertauschungen von je 2 Zahlen aus der Permu- 
tationsform 12 3 hervorgehen. Vertauscht man nämlich 
in 12 3 die Zahlen 1 und 2 miteinander, so erhält man 

Ki«p«rt, DilfcnnÜAl-Rechnang. 89 
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610 § 129. Einige Sü^o^-e^ios der Permutatioiifilehre. 

2 13, und vertaui^olit^-lnan dann die Zahlen 1 und 3 mit- 
einander, so erh^€*:ihan 2 3 1. Vertauscht man in 1 2 3 
die Zahlen Jr. tirid 3 , so erhält man 3 2 1, und vertauscht 
man dann *<^b'' Zahlen 1 und 2, so erhält man 3 12. 
Die Glieder 

an 028^82, ai2 021088) 018 022^81 

^dbs^^n sind mit dem Vorzeichen — zu nehmen, weil die 
• -Per mutationsf ormen 

13 2, 213, 321 
aus 12 3 durch eine einzige solche Vertauschung hervor- 
gehen; vertauscht man nämlich in 1 2 3 die Zahlen 2 und 
3, so erhält man 13 2, vertauscht man in 1 2 3 die Zahlen 
1 und 2, so erhält man 2 1 3, und vertauscht man in 1 2 3 
die Zahlen 1 und 3, so erhält man 3 2 1. 

In ähnlicher Weise kann man „Determinanten höherer 
Ordnung^' erklären. Der Erklärung mögen aber einige 
Sätze aus der Permutationslehre vorangeschickt werden. 



§ 129. 

Einige Sätze aus der Permutationslehre. 

Erklärung. Das Permutieren besteht in dem Aufsuchen 
aller Stellungen, welche n Elemente a,b,c,...k,l einnehmen 
können. Jede solche Stellung nennt man „eine Permu- 
tationsform^^. 

Die Anzahl der Permutationsformen bei zwei Elementen 
a und h ist 1.2 = 2!, nämlich ah und ha. Tritt ein 
drittes Element c hinzu, so kann man aus jeder dieser bei- 
den Permutationsformen drei bilden, z. B. aus &a die di*ei 
Formen 

ch a, h c a, h a c, 

indem man c an die erste, die zweite und die dritte Stelle 
setzt. Die Anzahl der Permutationsformen bei drei Ele- 
menten a, h, c ist daher gleich 1.2.3 = 3!. 

Tritt ein viertes Element d hinzu, so kann man aus 
jeder dieser 3! Permutationsformen vier bilden, z.B. aus 
hac die vier Formen 
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dbac, bdac, bade, bacd, 
indem man d an die erste, zweite, dritte und vierte Stelle 
setzt Die Anzahl der Permutationsformen bei vier Ele- 
menten ist daher gleich 1.2.3.4 = 4!. 

Indem man so fortfährt, findet man 

Satz 1. Die Anzahl der Permutationsformen bei n 
Elementen ist nl = 1 .2.3 .. .n. 

Vertauscht man nur zwei Elemente miteinander, so 
nennt man diese Vertauschung eine „Transposition". 

Satz 2. Von zwei beliebigen Permutationsformen Pi 
und Pj kann die eine aus der anderen durch fortgesetzte 
Transposition hergdeitet werden. 

Beispiele. Die Permutationsform eabdc kann durch 
drei Transpositionen in die Form abcde übergeführt wer- 
den, und zwar erhält man der Reihe nach die Formen 
eabdcy aebdc, abedc, abcde. 

Die Permutationsform fgacdeb kann durch fünf 
Transpositionen in die Form abcd efg übergeführt wer- 
den, und zwar erhält man der Reihe nach die Formen 
fgacdeb, agfcdeb, abfcdeg, 
abcfdeg, abcdfeg, abcdefg. 

Aus diesen Beispielen erkennt man das Verfahren, das 
ganz allgemein zum Ziele führt. Es ist aber zu beachten, 
daO man eine Permutationsform Pi in eine andere Pz in 
mannigfacher Weise durch Transpositionen überführen 
kann, und daß die Anzahl der verwendeten Transpositionen 
noch unendlich viele Werte besitzt. Dabei gilt aber der 
folgende 

Satz 3. Kann man Pi in Pa überführen, das eine 
Mal durch X, das andere Mal durch (i Transpositionen, so 
ist X — fi stets eine gerade Zahl. 

Beweis. Es sei 

(1.) F=-{b — a)(c — a)id — a)...{k — a){l — a) 

mal {c — b)(d — b)...(k — b){l — b) 

mal (d — c)...{k — c){l — c) 



mal (l — k). 
89* 
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612 § 129. Einige S&tze ans der PerxnutationBlelire. 

Bei der Bildung dieses Produktes hat man jedes Ele- 
ment von allen folgenden subtrahiert und die so entstan- 
denen Differenzen miteinander multipliziert. Es soll nun 
untersucht werden, wie sich die Größe F ändert, wenn man 
zwei Elemente, z. B. q und 8 miteinander vertauscht. Alle 
Differenzen, in denen q und 8 gar nicht vorkommen, bleiben 
unverändert. Ist femer p irgend ein Element, das den 
beiden Elementen q und 8 vorangeht^ so geht bei der Ver- 
tauschung von q mit 8 das Produkt {q — p)(8 — p) in 
(8 — p){q — p) über und behält denselben Wert Steht das 
Element r zvnschen q und 9, so geht das Produkt (r — 9) 
iß — r) in (r — s) (j — r) über und behält gleichfalls den- 
selben Wert Folgt endlich das Element t den beiden 
Elementen q und ä, so geht das Produkt {t — q){t — ä) in 
{t — s){t — q) über und behält auch denselben Wert. Nur 
durch den Faktor s — j, welcher bei der Vertauschung von 
q mit * in 2 — 8 übergeht, wird das Vorzeichen von F 
geändert, während der absolute Betrag von F derselbe 
bleibt 

Wenn man äl80 zwei Elemente miteinander vertauscht, 
80 ändert die Größe F nur das Vorzeichen, 

Ebenso kann man zeigen, daß F bei jeder weiteren 
Transposition zweier Elemente nur das Vorzeichen ändert 
Entsteht Fi aus F durch X Transpositionen, so ist daher 
(2.) Fl = (- lyF. 

Bezeichnet man also die Werte von Fj welche den 
Permutationsformen Pi und P« entsprechen, mit jPi und 
^8, und geht Pi in Ps über, das eine Mal durch Xj das 
andere Mal durch /i Transpositionen, so gelten die beiden 
Q-leichungen 

(3.) Fi^i^lfFi und J^2 = (— l)^i^i ; 

daraus folgt 
(4.) (_i)A = (_i)^, oder i « ^ ± 2«;, 

wobei 2w eine beliebige gerade Zahl ist 

Um zu bezeichnen, daß die Permutationsform P (z B. 
1 2 3 ... n) in Pi (oder a ß y ,..v} durch X Transpositionen 
übergeführt wird, schreibt man 
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§ 129. Einige S&tze ans der Permutationslelire. 613 

-(pO-c.^^■.■::) 

Satz 4. Oeht P in Pi über durch X, und geht Pi in 
Pa über durch (i Transpositionen, so geht P in P2 durch 
X + (i ^2w Transpositionen über. Ist also 

(6.) .-(^). ,-(}} 

so toird 

<'•' (l.)-(l.)+(p;)±^-^+''±^ 

Der Beweis folgt uümittelbar daraus, daß P in P2 
übergeht, wenn man zuerst P in Pi und dann Pi in P2 
überführt 

Der Satz läßt sich ohne weiteres veraUgemeinern ; es 
ist z. B. 

Satz 5. Die n! Permutationsformen von n Elementen 
lassen sich durch die Transpositionen zweier Elemente paar- 
weise gruppieren. 

Beweis. Durch die Transposition zweier Elemente, 
z. B. der beiden Elemente a und 6, geht die beliebige Permu- 
tationsform Pi in P2 über, wobei Pi und P2 voneinander 
verschieden sind. Ist nun die Pennutationsform Qi von Pi 
und P2 verschieden, so geht Qi durch die Vertauschung 
von a mit 6 in Q2 über, wobei Q2 von Qi und auch von 
Pi und P2 verschieden ist. Wäre nämlich Q2 identisch 
mit Pi (bezw. mit P2), so müßte Qi identisch sein mit P2 
(bezw. mit Pi). Ist ferner die Permutationsform Ri von 
Pi, P2> Qij Q2 verschieden, so geht Ri durch die Ver- 
tauschung von a mit A in i22 über, wobei R2 von Ri und 
auch von Pi, P2, Qi, Q2 verschieden ist. 

So kann man fortfah>en, bis die sämtlichen Permu- 
tationsformen erschöpft sind. 
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§ 130. 

Bildung einer Determinante n^^^ Ordnung 
aus n^ Elementen. 

(Vgl. die Formel-TabeUe Nr. 210.) 
Eine „Determinante n^' Ordnung^' möge durch die 
Gleichung 

an «12 . . . «1« 



(1.) j = 



021 ^22 • • • ^2« 



= -2'( — iyaiaO^ßday '.-an 



ö»lö«2 • . . CLftn 

erklärt werden. Die n^ Größen au, ai2,...ai»M heißen „die 
Elemente der Determinante"; die Determinante J selbst ist 
eine Summe, bei der jedes Glied das Produkt von n Ele- 
menten ist. Dabei enthält ein solches Produkt aus jeder 
Zeile (Horizontalreihe) und aus jeder Spalte (Vertikalreihe) 
ein und nur ein Element. 

Der Exponent X ist die Anzahl der Transpositionen, 
durch welche die Permutationsform aßy ...v in die Per- 
mutationsform 1 2 3 ... n übergeführt werden kann; also 

So ist z. B. für die Permutationsform 314 2 diese 
Zahl X gleich 3, und zwar erhält man nacheinander die 
Permutationsformen 

3142, 1342, 1243, 1234. 
Für die Permutationsform 3 2 514 ist X wieder gleich 
3, und zwar erhält man nacheinander die Permutations- 
formen 

32514, 12534, 12354, 12345. 

Die Summation erstreckt sich über alle Permutations- 
formen aßy . . ,Y der Zahlen 1 2 3 ... n, folglich ist die 
Anzahl der Glieder gleich n! = 1.2.3...n. 

Dies kann man auch so zeigen. Nimmt man ein be- 
liebiges Element der ersten Zeile ai«, so gibt es n mög- 
liche Fälle, weil a dabei n Werte haben darf. Da ß von 
a verschieden sein muß, so gibt es bei der Auswahl von 
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<i2ß aus den Elementen, der zweiten Zeile nur noch n — 1 
mögliche Fälle. Deshalb gibt es bei der Auswahl von 
aiaa2fl im ganzen n(n — 1) mögliche Fälle. Ebenso erkennt 
man, daß für die Auswahl von a^ aus den Elementen der 
dritten Zeile nur n — 2 mögliche Fälle und deshalb für die 
Auswahl von aia^ctsy im ganzen n(n — l)(n — 2) mögliche 
Fälle vorhanden sind. 

Indem man so weiter fortfährt, findet man das oben 
angegebene Resultat. 



§ 131. 

Eigenschaften der Determinanten. 

(Vgl. die Formel-TabeUe Nr. 211 bis 214) 
Satz 1. Zwei Olieder (oder Tenne) 

(1.) Ti = (— 1)^1 aiaj 021,^08X1 . . . anv^ 

und 

(2.) T2 = ( — I)*2aia2a2(*2^r2 • • • ^»*2 

haben gleiches oder entgegengesetztes Zeichen, je nachdem die 

Transpositionszahl 

gerade oder ungerade ist. 
Beweis. Es ist 

^'^\1 23. ..n/ 

_ /a2ftr2 . . . V2\ _ / 1 2 3 . . . n\ 

^ \123...n/ \a2ß2r2...vj' 
folglich ist 

(3a.) Q = Xi + X2±2w. 

Sind Xi und ^2 beide gerade oder beide unger;irie, 
haben also Ti und T2 gleiches Zeichen, so ist q gerade. 
Wenn dagegen von den beiden Zahlen ^1 und X2 die eino 
gerade und die andere ungerade ist, wenn also Ti und T^ 
entgegengesetztes Zeichen haben, so ist q ungerade. 
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616 § 181. Eigenschaften der Determinanten. 

Satz 2. Die Determinante J hat ebenso viele positive 
wie negative Olieder. 

Beweis. Wenn die beiden Permutationsformen aißiyi 
...Vi und a2ßtYz...V2 durch eine einzige Transposition in- 
einander übergehen , wenn also Q ^ 1 ist, so haben nach 
Satz 1 die Glieder Ti und Ts entgegengesetztes Vorzeichen. 
Da man nun durch eine Transposition alle Permutations- 
formen paarweise gruppieren kann, so kann man auch die 
sämtlichen Glieder der Determinante paarweise gruppieren, 
so daß bei jedem solchen Paare das eine Glied positiv und 
das andere negativ ist. 

Ordnet man in 

(4.) . , T ^ {— lfaiaa2fiaQy . . . anv 

die Faktoren anders, so geht T über in 
{4a.) r = (— lYa/a^a^p^aj^Y^ . . . a,r^. 

Dabei folgt aus 

yß/a^dffßi dAYi • • • ^^n^ 
daß auch 

rl 2 3 . . . n\ /a ß y 






/PLx /12 3...n\ /a ßy ...v\ 

ist. Außerdem ist 

^•' Vl23...nA '' \123...«/ 

Deshalb erhält man 

<'''-(X::;t.) 

oder 

(7 a.) Q^ii'^X + ^±2w=^X±2v, 

(8.) (_i)<» = (_i)i. 

Dies gibt 

Satz 3. Sind in dem Oliede T die Faktoren beliebiff 
geordnet, so ist das Vorzeichen von T gleich ( — Vf, wobei q 
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§ 181. Eigenschaften der Determinanten. 617 

die Transpositionszahl zunschen den ersten und den zweiten 
Indizes ist. 

Jetzt möge die Determinante z/i aus 



(9.) 



z/ = 



«11 «12 ÄiS . 


..am 


021 022 028 . 


"(hn 


Osi ^32 OsQ - 


' -OSÄ 


(lnl^n20'nB • 


'-ann 



hervorgehen, indem man die Zeilen beliebig miteinander 
und ebenso die Spalten beliebig miteinander vertauscht, 
d. h. es sei 

a/a a/jßa/y . .. a/p 



do.) 



^1 = 



a^a 0.g^ O'gy 






Ä/a dlß O'iy • . • O'ip 

wobei fgh...l und aßy ...v irgend zwei Permutationa- 
formen der Zahlen 1 2 8 ... n sind. 

Die beiden Determinanten J und J\ enthalten dann, 
abgesehen vom Vorzeichen, genau dieselben Glieder; denn 
ein beliebiges Glied von z/i* ist 

(11.) Ti = (— iy*a/bia^/?ifl>iyi . . . a/»p 

wobei 

(12.) .._/«»Ayi 



/aiAyi...i'i\ 
'^ \aßr...v) 



ist. Das entsprechende Glied in J heißt 
(13.) T = (— Vfa/^,^agf^ a^f^... ai,^ , 

wobei nach Satz 8 
(14.) . = (f9^-l 



^ \aiA7i...ri/ 



die Transpositionszahl zwischen den ersten und zweiten 
Indizes ist. Bezeichnet man jetzt 

/fgh..A> 
\aßy...v) 
mit Jl, so wird 



:) 
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618 § 181. Eigenschaften der Determinanten« 

folglich ist 

(16.) Tx = (— 1)% 

und da diese G^Ieichting für alle Glieder der Determinanten 

z/i und z/ gilt, so erhält man 

(17.) Ji^{—lfJ. 

In dieser Gleichung ist der folgende Satz enthalten: 

Satz 4. Yertauscht man in einer Determinante J die 
Zeilen beliebig miteinander und die Spalten beliebig mitein- 
ander, 80 geht die Determinante in sich sdber über, multi- 
pliziert mit ( — ly-, wobei X die TranspositionszaM zwischen 
der neuen Aufeinanderfolge fgh.,.l der Zeilen und der 
neuen Aufeinanderfolge aßy ...v der Spalten ist. 

Hieraus ergibt sich als besonderer Fall 

Satz 5. Mne Determinante ändert nur ihr Vorzeichen, 
wenn man zwei Zeilen oder zwei Spalten miteinander ver- 
tauscht. 

Hat eine Determinante J zwei identische Zeilen oder 
zwei identische Spalten, so ändert sich J nicht, wenn man 
diese beiden identischen Reihen miteinander vertauscht. 
Andererseits erhält aber nach Satz 5 die Determinante bei 
dieser Vertauschung das entgegengesetzte Vorzeichen, folg- 
lich wird 
(18.) z/ = — z/, oder 2z/ = 0. 

Dies gibt 

Satz 6. Eine Determinante mit zwei identischen Zeilen 
oder mit zwei identischen Spalten ist gleich NuU. 

Satz 7. Eine Determinante ändert ihren Wert nicht, 
wenn mari die Zeilen zu Spalten und die Spalten zu Zeilen 
macht. 

Beweis. Die Vertauschung der Zeilen mit den Spalten 
entspricht einer Vertauschung der ersten Indizes mit den 
zweiten, so daß die Determinante 

(19.) z/ = i:{ lYaiaa2(lO^Y "^n^ 

bei dieser Vertauschung übergeht in 

(20.) z/i = -SC— Ifaaia^ayz . . . a,n^ 
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Die beiden Determinanten J und z/i enthalten aber 
genau dieselben Q-lieder, nur sind die Faktoren der ein- 
zelnen Glieder in z/ nach den ersten und in Ji nach, den 
zweiten Indizes geordnet. 

Aus diesem letzten Satze erkennt man, daß jeder Satz, 
welcher sich auf die Zeilen einer Determinante bezieht, in 
gleicher Weise auch von den Spalten einer Determinante 
gilt. Um beide Fälle zusammenzufassen, möge in den fol- 
genden Paragraphen der Ausdruck „Reihen*^ ebenso für die 
Zeilen wie für die Spalten gebraucht werden. 



(1.) J = 



§ 132. 

Zerlegung der Determinanten. 

(Vgl. die Formel- Tabelle Nr. 216 bis 219.) 
Zieht man aus der Determinante 

flu 012 018 •. . ain 
021 «22 028 .. . a^n 
081 082 088 .. • Osm 



= 2{ I)^0ia02/J03y . . . 0„ 



0|»l 0«2 0«3 . • . 0„„ 

alle Glieder heraus, die mit on multipliziert sind, so er- 
hält man 

(2.) i:{ — l)^an02,^03y . . . o„r = anl!( — l)^02/j03y . . . o„„, 
wo sich die Summation auf alle Permutationsformen ßy...v 
der Zahlen 2 3...n erstreckt, während X die zugehörige 
Transpositionszahl ist Der Faktor von ou in Q-leichung (2.) 
— er heiße an — ist daher 

O22 028 . . • 02» 

082 ^33 . . . asn 



(3.) 



.ou 



0,120^3 . . . a„i 

er ist also eine Determinante (n — l)^^ Ordnung , dit* au» 
^ entsteht, indem man die erste Zeile und. die er^te Spalte 
fortläJJt 
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§ 132. 2jerlegting der Determinanten. 



Vertauscht man/ in J die erste Zeile mit der zweiten, 
80 wird 

an ai2 an ... «i« 

Osi OSS 088 • • . OBm 



(4.) 



an 



= — ^. 



Bei dieser Determinante wird in gleicher Weise wie 
vorhin der Faktor von 021 eine Determinante (n — 1)*^ Ord- 
nung, welche durch Fortlassen der ersten Zeile und ersten 
Spalte aus der vorstehenden Determinante hervorgeht; 
folglich ist der Faktor «21 von 021 in der ursprünglichen 
Determinante z/ 

an ai8 . . . «i« 



(5.) 



«21 = — 



a82 088 ... . 0%n 



at^a^n ... ann 



xmd geht aus J hervor, indem man die zweite Zeüe und 
die erste Spalte fortläßt und das Zeichen 
(6.) - 1 = (- 1)2+1 

davorsetzt. 

In ähnlicher Weise findet man den Faktor von osi, 
a«, . . ., allgemein den Faktor a/i von a/i. Vertauscht man 
nämlich die f^ Zeile mit der {f — l)**«^, dann mit der 
(f — 2)*^ und so weiter, bis die Reihenfolge der 2iei]en 
(bezw. der ersten Indizes) 

/;i, 2, ...r-i, Z'+l, ...n 

geworden ist, so geht bei diesen f — 1 Vertauschongen J 
in ( — 1)^^J über, und das Element a/i steht an erster 
Stelle^ Darans folgt, daß der Faktor von a/i in J, nämlich 



(7.) 



«/i = (- 1)^-* 



ai8 ai8 . 

Ä/--1, 2 Ä/-1. 3 . 
an2 Ä|»3 






Digitized by 



Google 



§ 182. Zerlegung der Determinanten. 621 

aas J hervorgeht, indem man die f^ Zeile und die erste 
Spalte fortläßt und das Vorzeichen 
(8.) (_i)/-i = (_i)/+i 

hinzufügt 

Vertauscht man jetzt in J die r^ Spalte mit der 
(r — 1)*«^, dann mit der (r — 2)*«^ und so weiter, bis die 
Reihenfolge der Spalten (bezw. der zweiten Indizes) 

r, 1, 2,...r — 1,. r + l,...n 
geworden ist, so geht ^ in ( — Vf^^J über; jetzt kann man 
den Faktor a/y von a^ in gleicher Weise finden, wie vor- 
hin den Faktor a/i von o/i. Daraus folgt dann, daß 



(9.) a;y = (-l)/+' 



Ä/_i, 1 . . . «/— 1, fwi a/— 1,^+1 . . . a/-i, M 



«itl • • • «ip», r-l «it, r+l • • • öiiii 

aus ^ entsteht, indem man die f^ Zeile und die r^ Spalte 
fortläßt und den Faktor (— 1)/+'' hinzufügt 

Diese Faktoren a/^ heißen „Unterdetenninanten^n—l)^' 
Ordnung van J" und können auch noch auf die folgende 
Form gebracht werden. Durch f — 1 Vertauschungen können 
die 2ieilen (bezw. die ersten Indizes) 

1, 2, 3;.../^-l, f+l^f+%...n 
in die Beihenfolge 

r+1, 1, 2,3,.../^-l, /^+2,...n 
gebracht werden. Durch weitere f — 1 Vertauschungen 
erhält man die Reihenfolge 

f+l,f+2, l,%...f-l,f+B,...n. 
So kann man fortfahren, bis man durch (n — /)(/" — 1) 
Vertauschungen die „zykli9ch&* Reihenfolge 

/•+1, /^+2,...n, 1, %...f-l 
erhält Ebenso gelangt man durch (n — r)(r — 1) Ver- 
tauschungen der Spalten (bezw. der zweiten Indizes) zu 
der zyJdischen Reihenfolge 

r + l,r + 2,...n, 1, 2,...r-l. 
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§ 132. Zerlegung der Betermiiiftnleii. 



Wegen dieser Vertauschungen ist a/r tm% 

211 multiplizieren. Da noch 2nj f{f — 1) und r{r — 1) geiade 

Zahlen sind, so geht dieser Faktor io 

über. Deshalb wird das Vorzeichen von ß/^ 
Dies gibt 



(10.) d/^ = (-^ l)(»+i)(/+^) 



Ist rt ungerade y also /^ + 1 gerade^ so sind daher alle 
diese Unterdeterminanten mit dem positiven Voi-zeichen zu 
nehmen. 



Beachtet man, daß jedes Glied der Determinante J 
ein und nur ein Element der ersten Spalte enthält, so 
findet man, daß 

(11.) ^ — au an + asi «21 + ogi oai H + o«i ßm 

sein muß: denn es sind erstens all© Glieder von J durch 
die Summe auf der rechten Seite von Gleichung (11*) er- 
schöpft^ weil jedes Glied ein Element der ersten Spalte ab 
Faktor enthalten muß, und zweitens kommt in dieser Summe 
jedes Glied nur einmal vor, weil kein Glied zwei Elemente 
der ersten Spalte als Faktoren enthalten kann. 

Ebenso kann man die Determinante ^ jiach den Ele- 
menten der r**^ Spalte zerlegen und erhält 

(12.) J = ay «ir + 02r ^'2f + *^3r «Sr H" ^ * ^ + ^t^ **«#" 



Eb Bei fi = 3, also 
dann ist 



Bebpieh 

All ait ai0 
Ost a%± ossa 

am Ois au 
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022 088 


— 081 


Ol2 Ol» 


+ 081 


Ol2 Ol8 


OS2 088 




082 088 




022 028 



022 028 


+ 021 


0«2 088 


+ 081 


012 Oi8 


062 Os8 




Ol2 Ol8 




022 028^ 



J = Oll 

oder, wenn man die zyklische Anordnung der Unterdetermi- 
nanten benutzt, 

z/ = Oll 
= Oll(022068 028 082)+02l(0820i8 — 088 0l2)+08l(Ol2028 — 018 022)* 

Da sich J nicht ändert, wenn man die Zeilen mit 
den Spalten vertauscht, so findet man in gleicher "Weise 
eine Zerlegung von z/ nach den Elementen einer beliebigen 
Zeile^ und zwar wird 

(13.) J ^ a/i O/i + 0/2 0/2 + 0/8 0/3+ h O/^O/p,. 

Ordnet man z. B. für n = 3 die Determinante nach 
den Elementen der zweiten Zeile, so erhält man 



*i = — 021 



+ 022 



Oi2 Ol8 
082 088 

oder bei zyklischer Anordnung 



Oll Oi8 
081 088 



— 028 



021 



082 088 
Ol2 Oi8 



+ 022 



088 081 
Ol 8 Oll 



+ 028 



Oll Ol2 
081 082 

081 082 
Oll Ol2 



Ist s von r verschieden, und vertauscht man in Glei- 
chung (12.) die Elemente oi^, (hri-'-^Hr niit ai,, 02«,...0mj, 
so erhält man 

(1-1) Ji = auair + 02,02r + 08#Oar + h (^ms^nn 

wo Ji gleichfalls eine Determinante ist, welche aus J her- 
vorgeht, indem man die Elemente der r*«^ Spalte durch 
die Elemente der s^"^ Spalte ersetzt Dadurch wird aber 
Ji eine Determinante, in welcher die Elemente der r*^ 
und der s^^ Spalte identisch sind. Deshalb wird Ji nach 
Sata 6 in § 131 gleich Null, und Gleichung (14.) geht 
über in 

(14a.) OuOlr + 02,a2r + Oa^Osr H h <hu€C^r = 0, 

wenn r^s ist. 

Ist ferner g von f verschieden, und vertauscht man 
in Gleichung (13.) die Elemente o/i, o/2,...o/m mit o^i, 
o^, . . . o^, so erhält man 
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624 § ld3. Auflösung linearer Gleichungen. 

(15.) J2 = ö^l«/! + a^«/2 + Ä^«/8 H h (^ffn(^/mi 

wo ^2 gleichfalls eine Determinante ist, welche aus J her- 
vorgeht, indem man die Elemente der f^^ Zeile durch die 
Elemente der g^^ Zeile ersetzt. Dadurch wird aber J2 eine 
Determinante, in welcher die Elemente der /**^ und der 
g^^ Zeile identisch sind. Deshalb wird J2 nach Satz 6 in 
§ 131 gleich Null, und Gleichung (15.) geht über in 

(15a.) öyia/i + a^a/2 + a^a/Q H 1- a^a/n = 0, 

wenn f^g ist 



§ 133. 

Anwendung auf die Auf ISsung von n linearen 
Gleichungen mit n Unbekannten. 

(Vgl. die Formel-Tabelle Nr. 220.) 

Sind n lineare Gleichungen mit n Unbekannten: 

an Xi -\' ai%X2 -{-'-' + ai« a?,, = ci , 

021 xi -f- 022 a^ + h ^n ^n = ^) 



(10 

gegeben, so findet man xi, indem man die erste Gleichung 
mit au, die zweite Gleichung mit aai, . . : die n** Gleichung 
mit Omi multipliziert und alle Gleichungen addiert Der 
Koeffizient von Xi wird dann nach Formel Nr. 216 der 
Tabelle (für r = 1) 

(2.) «11011 + «21021 H h Onl^l = ^7 

während der Koeffizient von a:,, wenn 8 von 1 verschieden 
ist, nach Formel Nr. 218 der Tabelle (für r = 1) gleich 

(3.) «1*011 + «2*021 H h ^iM««i =0 

ist. Man erhält daher bei der Addition 

(4.) J .Xi== Cian + 02021 H h c„a„i , 

eine Gleichung, aus der sich Xx unmittelbar ergibt, wenn 
man auf beiden Seiten durch J dividiert 

Ebenso leicht findet man den Wert von x^, indem 
man die Gleichungen (1.) bezw. mit 
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multipliziert and dann addiert Ist s von r verschieden, 
so wird bei der Addition der Koeffizient von x« nach 
Formel. Nr. 218 der Tabelle 

(5-) Äi*ßir+ aa#«2r + -'* + <^<W = 0; 

nur der Koeffizient von Xr wird nach Formel Nr. 216 der 

Tabelle 

(6.) «ir «Ir + Ö2r «ar H h (^mr<^mr = ^> 

folglich erhält man bei der Addition 

(7.) J .Xr== CiCir + C2a2r H h CnOmr 

Wenn man in der Determinante 

die Elemente der r*^ Spalte <hr, a^^ --»o,nr durch die Größen 
ci , c^, . . . C|s ersetzt, so erhält man 

Ci^xr + C2a2r 4 h ^naur; 

deshalb kann man Gleichung (7.) auch schreiben, wie folgt: 



(7 a.) 



All ai2 . . 

021 02» . . 



•Ol» 
02ii 



OftiO^a • • • 0,nn 



Xr = 



Oll 
Osi 



Oi,r— l<?lOi,r+l 
02,r-l Cj8 02.r+1 



Oll, 
•02„ 



0|ti . . . O;,, r— 1 ^üOü, r+l • • • <^nn 

XTm Xr selbst zu finden, muß man noch die beiden 
Seiten der Gleichung (7.) oder (7 a.) durchs dividieren, was 
nur unter der Voraussetzung geschehen darf, daß J von 
Null verschieden ist. TVas geschieht, wenn J ^0 ist, möge 
einer späteren Untersuchung vorbehalten Jbleiben. 



§ 134. 

Vereinfachungen bei Ausreclinung der Determinanten. 

(Vgl. die Formel -TabeUe Nr. 221 bis 227.) . 
Satz 1. Wenn alle Elemente einer Reihe bis auf eines 
a/r verschwinden, so ist die Determinante gleich diesem einen 
Elemente afry multipliziert mit der zugehörigen Unterdetermi- 
nante (n — Vf^ Ordnung a/^. 

Kiepert, Differential -Beehnting. 40 
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^ = 



Äi Ci 






Ä2 Bi C2 


= 5, 


^iCi 


Ai Cs 




MCi 



So ist z. B. 
J '• 

Der Beweis des allgemeinen Satzes ergibt sich un- 
mittelbar aus der Zerlegung der Determinante nach den 
Elementen der betreffenden Reihe. 

Satz 2. Eine Determinante kann auf den nächst 
höheren Orad gebracht werden, indem man eine Zeile und 
eine SpaUe einschiebt, das den beiden eingeschobenen Reihen 
gemeinschaftliche Element gleich + 1 setzt und die übrigen 
Elemente der einen eingeschobenen Beihe gleich macht. 
Diß übrigen Elemente der anderen eingeschobenen Reihe sind 
gane beliebig. 

Es ist z. B. 

1 §1 & ...§n 



m 



an «12 
021 022 



.«2« 



dnV ^2 



an ai2 . . . a\n 

021 022 ... 02« 



an\ 0^2 •• • ö» 

wobei die Größen gr, &,...§#• noch ganz beliebig sind. 



Der Beweis des Satzes folgt unmittelbar aus der An- 
wenduDg von Satz 1. Stehen die beiden eingeschobenen 
Eeihen am Rande der Determinante, wie in dem ange- 
gebenen Beispiele, so nennt man das Verfahren ,.Rändern 
der Determinante^', 

Satz 3. Verschunnden alle Elemente auf der einen 
Seite einer Diagonale, so reduziert sich die Determinante 
auf das erste bezw, auf das letzte Glied, 

Es ist z B. 



m 



Ai Bt Ci Dl 


BiCiIh 


CsDs 


D4 



AxB^CzDa. 
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Per Beweis folgt aus der wiederholten Anwendung 
von Satz 1. 

Satz 4. Sahen sämtliche Elemente einer Reihe einen 
gemeinsamen Faktor, so kann man denselben vor die De- 
terminante setzen. 



(3.) 



Der Beweis folgt aus der Zerlegung der Determinante 
nach den Elementen der betreffenden Reihe. 

Durch die Anwendung dieses Satzes kann man in 
vielen Fällen eine Determinante auf eine andere mit klei- 
neren 2iahlen reduzieren. So ist z. B. 



Es ist also z. B. 












an ... mair . . . «ii» 




an . 


..air . 


. . ain 




an ... ma2r • • • ßg;» 


= m 


021 . 


^'O^r ' 


"(hn 




a«l . . . mUnr • • • O'nn 


öfll. 


..anr- 


-ann 



12 9 15 




1 31 


16 7 10 


= 3.4.5 


4 72 


8 18 25. 




2 13 5 



Satz 5. Sind die Elemente einer Reihe denen einer 
parallelen Reihe proportional, so ist die Determinante gleich 
NuU. 

Es ist z. B. 



(4.) 



Äi mAi C\ 




Ai Ai Ci 


Ä2 mA% Cz 


= m 


A2 A2 a 


A^ mAz Ca 




A^AsCs 



0. 



Der Beweis des Satzes folgt aus Satz 4 und Formel 
Nr. 213 der Tabelle. 

Satz 6. Sind die Elemente einer Reihe Aggregate von 
gleich vielen Oliedern, so ist die Determinante gleich der 
Summe mehrerer Determinanten, welche man aus der ur- 
sprünglichen erhält, indem man die einzelnen TeÜreihen 
einsetzt. 

40* 
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(5.) 



Es ist z. B. 
Äi + Bi,Ci,Dz,.. 


•4». + -B», Cn, Dn, • ■ 



ÄiCiDi. 
ÄtCzIk^ 



AnCnDn 



+ 



BiCiIh 
BtC^Ih. 



BnCnDn 



Der Beweis des Satzes folgt aus der Zerlegung der 
Determinante nach den Elementen der betreffenden Reihe. 

Satz 7. Eine Determinante ändert sich nichts wenn 
man zu den Elementen einer Reihe ein beliebiges Vidfaches 
van den Elementen einer parallelen Reihe addiert. 

JSs ist also z. B. 



(6.) 



an ai8 . . . 

021 022 . . . 



AlM 



O'nl Ä#i2 . 



Oll -{- WWllf^ Oi2 . . . ain 
021 + ^^020 022 . . . 02it 

0„1 + mann ^n2' • • fl«« 



Der Beweis folgt aus der Verbindung der Sätze 5 
und 6. 

In welcher Weise die vorstehenden Sätze benutzt wer- 
den können, mögen die folgende]^ Beispiele zeigen. 
1) Es ist 

1 Xi yi 



x\—xt^ y\—y^ 
xi—xz^ yi—yz 



2) Es ist 

xi — 052, yi — ya, zi — z% 
x\ — aja, yi — ys, «i — ^s 
ooi — X4 , yi — yi, zi — z^ 





IflJl 


yi 






= 


a:i — a^, yi 


-y* 


= 




Ox\—x^y\ 


-ya 






1 x\ y\ 






« 


^ xi y% 


. 






1 a:ä ys 









— 1 —QGt — y% 

— 1 — x^ — ys 



1 xi yi z\ 

a:i — X2, yi — ya, z\,—zt 
fl?! — xa, yi — ya, Zi — zs 
0xi — X4jyi— yi, zi — z^ 



z\ 



1 x\ yi 

— 1 —x^ — y2 —zt 

— 1 — a;» — y3 — ^s 

— 1 — rc4 — y* — «^4 



1 a:i yi ^1 

1 i% y2 2^2 

1 a:« ys 2^3 

1 a^i y* ^4 
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§ 135. 

Multiplikation der Determinanten. 

(Vgl die Formel- TabeUe Nr. 228.) 



Es sei 



an ai2 
tt£i oet 



ftll ftl2 
&21 ^2 



C^ 



cii ri2 

^21 C22 



(1.) Ä = 

wobei 

1 cii = diiin + 012612, C12 = «11621 + 012622, 

l ^1 «= 081 &II + 022612, C22 = O2162I + O22622, 

dann soll gezeigt werden, daß 

(3.) Ä.B^C 

ist. Es wird nämlich nach den Sätzen der vorhergehenden 

Paragraphen 

Oll 611 + 012 612 , Oll 621 + 012 622 
021 611 + 022 612 , 021 621 + 022 622 

I0116111 ou62i| |oii6ii, 012628 012612, 011621 
021611, 021&21I |o2i6ii, 022622I I022612, 0216^1 



C = 



+ 



012612, 0126221 
022612, 022622I 



»611621 



11 Oll 

1021 



6u6»P 



012 

022 



+ 612621 



012 Oll 
022 081 



+ 612622 



|0l2 0l2| 
I022O22I 



Da nun aber die Determinanten mit zwei identischen 
Spalten gleich Null sind, so wird 

I011012I I012011I loii O12I 

(4.) c-6ii622r ^ \+bi%b2ir \^r 1(611622-612621) 

|021 02a| |082 08l| |081 022| 



A.B. 



Es ist 



Beispiel. 



(6.) 


6, a 


• 


d, e 


- 


oder 











ac + bd, ad — 6c 
6c — adj bd + ac 



(6a.) (a« 4t 6^(c» + d^^ {ac + hdf + {ad — hcf. 

Dies gibt den Satz: Multipliziert man die Summe zweier 
Quadrate wieder mit der Summe zweier Quadrate ^ so läßt 
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ai^h das Produkt gleichfaih als die Summe zweier Quadrate 
darstdlen. 

In älmlicber Weise, wie vorhin Determinanten 2*^ 
Ordnung miteinander multipliziert worden sind, kann man 
auch Determinanten n^^ Ordnung miteinander multiplizieren. 
£s aei jetzt 



{6.) 



Ä: 



an flu , , 






fl«i fl»2 



6ii 6i2 . . . hm 
hiib^ . . . &2m 



^1 C82 . . . C2it 



wobei 

(7.) C/v = a/i6rl + fl/2Äf« H (- ö/»6r« 

sein möge. Der Kürze wegen soll G-leichung (7.) in der 
Form 

(7aO Cfr = ^a/airf,, oder c/^. ^ Hßa/^brß^ . . . 

oder c/^ = üta/^brt 

geschrieben werden, wobei die Summationsbuchstaben a, 
ß,---v die Werte 1 bis n durchlaufen. Dadurch erhält man 

-Tfl ais iia , ^ßaißb2ß , . . . -SV air &mv 



(&) 



c = 



-Taflrtfliuj 2>aM^&2^, . ..^i^ai^&i« 



oder, wenn man die Determinante nach den Teilspalten 
zerlegt, 



(90 



C = ^^>...^» 



«ao&iai fla/!rft2/fi ..•fl2r6ii 



^»0^1«) 0^b2ßj • • • ö#i»6n 

wobei a, ^, ...r alle Werte von 1 bis n durchlaufen, so 
daß die Summe im ganzen n* Glieder enthält Die Glei- 
chung (d.) kann jetzt aber auch in der Form 
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(9a.) 



C = Siia b2ß • • • in 



Ol« aiß ... Ol, 

a2a 02|9 . . . 02, 



Onadn^" • 0„, 

geschrieben werden, wobei daa Sammenzeichen verlangt, 
daß a, ß,...v einzeln alle Werte von 1 bis n annehmen. 
Man darf sich aber darauf beschränken, daß a, ß^...v 
lauter verschiedene Werte haben, weil in Gleichung (9a.) 
die Determinante der o verschwindet, sobald von den In- 
dizes a, ß^...v zwei einander gleich sind. Man braucht 
daher in Gleichung (9a.) die Summation nur über die n! 
Permutationsformen aß...v der Zahlen 1 2 ... n zu er- 
strecken. Nun ist aber, wenn aß...v eine Permutations- 
form der Zahlen 1 2 ... n ist. 



=(-ifÄ, 



(10.) 


Ol« diß . . 
02« 02^.. 


•Ou 
.02, 




Oll Ol2 . . . Ol« 
02i 092 . . . 02m 


wobei 

(11.) 


0»«0m^ . . 


-anf 


0«iO|b2 . . . Omm 

2...n/ 



ist, folglich geht Gleichung (9 a.) über in 

(12.) C^Ä. i:(— Ifbiab^^... bn.^Ä. B. 

Dies gibt den Satz: 

Zwei Determinanten n'^ Ordnung werden miteinander 
multipliziert y indem man die Elemente der /*'•* Zeile der 
ersten Determinante mit den gleichsteüigen Elementen der 
r*^ Zeile der zweiten Determinante multipliziert, diese n 
Produkte addiert und aus den so erhaltenen n' Summen eine 
neue Detenninante bildet. 

Da man in jeder der beiden Determinanten Ä und 
B die Zeilen mit den Kolonnen vertauschen darf, so kann 
C/y auch die folgenden Werte erhalten: 

(13.) c/r = a/ibi, + a/^bzr H h «/>, 6»r, 

oder 
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(14 ) Cfr = Äl/ftrl + fl2/&r2 + V O^nf^rn ? 

oder 

(15*) Cfr = axfhir + Ä2/62r H V O'nfhnr- 



§ 136. 

Homogene, lineare Gleichungen mit n Unbekannten. 

Sind n lineare Gleicliimgen mit n Unbekannten 
flai a^i + 022 xg H h (hn ^M = c^i 



(1-) 



gegeben, so wird nach Formel Nr. 220 der Tabelle 

(2.) J.Xr = Ciair + C2a2r H h CnC^. 

Läßt man jetzt die Größen cx^ eis, ... c^ immer kleiner 
werden und schließlicli ganz verschwinden, so erhält man 
die Gleichungen 

an xi -{- ait X2 -{- h öh, a5,, = 0, 

(lilXl + ^2 iC2 4" • • • + ^fi ^M = 0» 



(30 



dnlXl + Ö>i2a5ä + • • • + ^nnXn = 0. 

Diese linearen Gleichungen heißen homogen. Aus den 
Gleichungen (3.) findet man in diesem Falle 
(4.) J.Xr^O für r = 1, 2, 3,...n. 

Wenn man nun weiß, daß die Gleichungen (3.) auch 
für solche Werte von xi, 3Dij..,Xn gelten, die nicht sämt- 
lich gleich Null sind, so folgt aus den Gleichungen (4.), 
daß 

^ = 

sein muß. Dies gibt den Satz: 

Wenn n lineare, homogene Gleichungen mit n Un- 
bekannten für Werte der Unbekannten, die nicht sämtlich 
gleich sind, gleichzeitig bestehen, so muß die Determinante 
j der Koeffizienten gleich sein. 

Über Differentiation der Determinanten vgl § 141. 
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§ 137. 

Anwendungen auf einzelne Aufgaben. 

AufjpriM 1. Man soU die Bedingung finden, unter wel- 
cher drei Gerade g\^ g^^ g% durch einen Punkt gehen. 

Auflösung. Man kann die Gleichungen 
(1.) Aix + Biy+Ci^O, J«a? + Äy+C72«0, 

Ä^ + B^+C^^O 
der drei Geraden g\^ g%^ g% homogen machen, indem man 

(2.) ar = -i, y = 



xs 



einsetzt und dann die Gleichimgen mit xs multipliziert 
Dadurch gehen die drei Gleichungen (1.) über in 

-ilXi + ^li»2 + CiXs « 0, 

(3.) ^ ilaxi + B^X2 + Q^ = 0, 

A^JDl + B^D2 + CsPDb = 0. 
Dabei darf man noch für xs jeden beliebigen Wert 
setzen. Ist z. B. a% «> 1, so wird 

xi = x, x^^y. 
Da also die drei linearen, homogenen Gleichungen (3.) 
gleichzeitig gelten sollen für Werte von xi, 2:29 xs, die 
nicht alle drei gleich Null sind, so muß die Determinante 
der Koeffizienten verschwinden. Die Bedingung dafür, daß 
die drei (Geraden durch einen Punkt gehen, ist daher 

Äi Bi Ci 
(4.) Ä2 B2 C2 

Ä^ Bs Ca 

Aufgebe 2. Man soll die Bedingung finden, unter wel- 
cher vier Ebenen «i, e^, £&) ^ durch einen Punkt gehen. 

AuflOtung. Man kann die Gleichungen 
Äix + B^+ Ciz + Dl « 0, 
iijia: + ^ay + Ci« + Da = 0, 
il8X + -Biiy+Ci« + Dii = 0, 
J4» + Ay + (V + A -= 



(6.) 
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der vier Ebenen ei, 62 ? ^3, £4 homogen machen, indem 
man 



(G.) 



x = — » 



X2 
x^ 



Z =■ 



Xs 
X4 



einsetzt mid dann die Gleichmigen mit Xi multiplüdert 
Dadurch gehen die Gleichmigen (5.) über in 

AiXi + ^1052 + CxXs + -Dl»! = 0, 

A^i + B^2 + Cirö + -D2iC4 = 0, 
ÄbPOi +• BsPß2 + CbPDs + I>dfC4 = 0, 



{70 



Da diese linearen, homogenen Gleichimgen gleichzeitig 
gelten äollen für Werte der Unbekannten xi, X2^ 2^, x^^ 
die nicht alle vier gleich Null sind, so mnß die Determi- 
nante der Koeffizienten verschwinden. Die Bedingung 
dafür, daß die vier Ebenen durch einen Punkt gehen, ist 
daher 

Ai Bx Ci A 

Ä2 B2 G2 D2 

Äs Bs Cb Db 

ÄA B4 C4 A 



{80 



= 0. 



Aufgabe 3. Man soll die Bedingung finden, unter wel- 
cher drei Punkte Pi, P2, Pq in einer Geraden g liegen. 

Auflösung. Hat die Gerade g die Gleichung 

(9.1 Äx + By+ 0=0, 

ipgfTi die drei Punkte Pi, P2, Pq auf dieser Geraden, 



wenn 
(10,) 

ist 



Äxi + Byi+C=0, 
ÄX2 + By2+C=0, 

Axs + Bys+C=0 



Hierbei sind Xi, yi; X2, ^2) ^y tfs die gegebenen Ko- 
ordinaten der Punkte Pi, P2, P3, während die drei Größen 
A, B, C noch unbekannt sind. Man hat also drei lineare, 
homogene Gleichungen mit den drei Unbekannten Ä, B, C. 
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Da diese Unbekannten nicht alle drei gleich Nnll sein 
dürfen, so können die Gleichungen (10.) nur dann gleich- 
zeitig gelten, wenn die Determinante der Koeffizienten ver- 
schwindet Die Bedingung, unter welcher die drei Punkte 
in gerader Linie liegen, ist daher 

Xiffi 1 

(11.) xäyal =0. 

Xsffsl 

Aufgabe 4. Man soll die Bedingung finden, unter 
welcher vier Punkte Pi, P2, Ps, Pa des Raumes in einer 
Ebene s liegen. 

Auflösung. Hat die Ebene b die Gleichung 
(12.) Äx + By+ Cz + D = 0, 

so liegen die vier Punkte Pi, P3, Ps, P4 in dieser Ebene, 
wenn 

Äxi + Byt + Czi + D = 0, 

Ax2 + By2 + CBQ + D = 0, 

ÄXB + Bys+ Cz3 + D = 0, 

ÄX4 + By4 +Cz4 + D = 

ist Hierbei sind xi, yi, zi] a^, yq, «a; a%, ys, zs] x^, y^, «4 
<üe gegebenen Koordinaten der Punkte Pi, P2, Ps, P4, 
während die vier Größen Af B, C, D noch unbekannt sind. 
Man hat also vier lineare, homogene Gleichungen mit den 
unbekannten Ä, B, C, D. Da diese Unbekannten nicht 
alle vier gleich Null sein dürfen, so können die Gleichungen 
(13.) nur dann gleichzeitig gelten, wenn die Determinante 
der Koeffizienten verschwindet Die Bedingung, tmter wel- 
cher die vier Punkte in einer Ebene liegen, ist daher 

xi yi Zi 1 

X2y2^l 

x&yszsl 

XiyiZil 

AufjpriM 5. Man soll den Kreis bestimmen, der durch 
drei gegebene Punkte Pi, P2, Ps hindurchgeht 



(13.) 



a*.) 



=0. 
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Auflfeung. Hat der gesuchte Kreis cUe Gleichung 

(16.) (2:_g)2 + (y_,)3_pl = 0, 

so geht er durch die drei gegebenen Punkte, wenn 



Xi 



2_ 



2gxi + g» + yi«-2i7yi + i^-(>> = 0, 



(16.) 

(17.) xa2-2gxä + ga + yi2_2i/yi + i^ — p» = 0, 

(18.) X8» — 2gxö + g^ + !^ — 2wj'+^ — (^ = 

ist Diese drei (Heiohungen mit den drei unbekannten §, 

fj und Q sind nicht linear. Zieht man aber die Gleichungen 

(17.) und (18.) von Gleichung (16.) ab, so erhält man zwei 

lineare Gleichungen 

l2{xi-X2)§ + 2iyi — y2)f] = Xt^-Xi^ + yi^-yj^, 
^ '^ \2{xi^x^S + 2{y, — ys)fj = xi^-xs^ + yi' — yf? 
mit den beiden unbekannten g und tj. Indem man noch 
der Kürze wegen 

(20.) xi2 + y,2 = ria, aJa» + yä' = ra^ a^» + y8» = t^ 
setzt, findet man durch Auflösung der Gleichungen (19.) 



(21.) 



(22.) 



2 



2 



xi — xä, yi — y2 
xi — XBjyi— ya 


•S = 


n^ — r2^ yi — y* 
ri^ — rs», yi — y^ 


aJi — a^, yi — yä 
xi — xs^yi — ys 


'fl = 


a:i — Xi, n^ — m^ 
xi — X8, r^ — r^ 



Die Determinanten, welche hier auftreten, kann man, 
wie schon in § 134, Seite 628 gezeigt wurde, umformen 
und erhält dadurch 



(21a.) 



2 



(22 a.) 



1 «1 yi 




1 n* yi 


1 «2 »3 


•S = 


1 ns'yä 


1 «B ^3 




1 rs' ys 


1 «i yi 




1 xi r,a 


1 »i ya 


n^ 


1 ajjr,' 


1 a^ ys 




1 a^B rs' 



Wird 



1 xi yi 




xi yi 1 


^ X2 y2 


= 


Xi y2 1 


1 «8 ys 




xd ys 1 



= 0, 
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80 werden g und tj unendlich groß, d. h. der Mittelpunkt des 
Kreises rückt ins unendliche, und die drei Punkte Pi, P2, 
Ps liegen in gerader Linie, wie schon in Aufgabe 3 ge- 
zeigt wurde. 

Der Wert von q^ ergibt sich aus Gleichung (16.), (17.) 
oder (18.), indem man die gefundenen Werte von g imd i; 
einsetzte 

AufOiba 6. Man soll die Kugelfläche bestimmen, 
weiche ducph vier gegebene Punkte Pi, Pj, Ps, P4 hin- 
durchgeht. 

Auflösung. Hat die Kugelfläche die Gleichung 

(23.) {x-gf + (y-fi? + (z-Sf-(!^ = 0, 

so findet man die Werte von g, 17, ^ in ähnlicher Weise 
wie bei der vorhergehenden Aufgabe die Werte von g und 
17, und zwar erhält man, wenn man der Kürze wegen 



(24.) 



(25.) 



(26.) 



(27.) 



I xi2 



xi^ + yi^ + «1^ = n», ' X2^ + y2» + ^2» = r2^^ 
+ y^ + ^^ = r^, «4» + y^ + «4» = r^ 



1 XI yi Jgri 

1 X2 ya Zi 

1 xa ya ^s 

1 Xa yi Z4 

1 xi yi £fi 

1 Xä y2 ^2 

1 Xa ya zs 

1 X4 Va za 

1 xi yi zi 

1 X2 y2 ^2 

1 Xa ya «^3 

1 X4 y4 zi 



§== 



1 n» yi zi 

1 r2* y2 «2 

1 ra^ ya £fa 

1 n^ y4 ^4 



^ = 



1 


xi n» 


;fi 


1 


X2 r22 


^2 


1 


Xa ra» 


^8 


1 


X4 r42 


za 



g = 



1 xi yi ri2 

1 X2 y2 ^2^ 

1 Xa ya ra^ 

1 X4 y4 ta^ 
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§ 137. An-wendaugeti ftnf einzelne Aufgaben. 



Wird 



1 a?i yi «i 




1 aüij ^2 ^2 




1 xs y^ ^1* 




1 Xa pA ^4. 





XI yi 


H 


1 


^ y^ 


Z2 


1 


X3 ^3 


H 


1 


^4 y4 


H 


1 



= 0, 



so werden |, i^, £ unendlich groß, d. h. der Mittelpunkt 
der Kugel rückt ins Unendliche, und die vier Punkt© Pi, 
J*2t J?8, Pa liegen, wie schon in Aufgabe 4 gezeigt wurde^ 
in einer Ebene. 

Den Wert von p findet man acblieJUich aus der Glei- 
chung 
(28.) (a:i_g)? + (y. _,)2+(^,_^ = e3. 



\ 
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Dritter TeiL 

Funktionell 
Ton mehreren unabhängigen Teränderllchen, 



XVIIL Abschnitt. 

Differentiation der Funktionen von mehreren 
voneinander unabhängigen Teränderlichen. 

§ 138. 

DilTerentiatiGn einer Funktion 
von zwei voneinander unabhängigen Veränderllclien. 

(Vgl. die Formel-Tabelle Nr. 229.) 

Eine Funktion von zwei oder mehr Veränderlichen 
wurde bereits in § 3 (Seite 23) folgendermaßen erklärt: 

Eine veränderliche Oröfie z heiß eine Funktion der 
beiden Veränderlichen x und y für ai <«< 021 Ä| < y < 62 
wenn jedem Wertsysteme x, y in den angegebenen Intervallen 
ein oder mehrere Werte von z nach einem bestimmten Gesetze 
zugeordnet sind. 

Hier möge nur der Fall in Betracht gebogen werden, 
wo dieses G^etz durch eine Gleichung zwischen x, y, z 
gegeben ist 

Besteht nämlich zwischen drei veränderlichen Orößen 
Xf y, z eine Qleichtmg, so wird man zweien von ihnen, z. B. 
X und y, beliebige AVerte beilegen können; dadurch wird 
dann z di^ Wurzel einer Gleichung mit konstanten Koa£fi- 
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640 § 188. Funktionen von zwei Ver&nderlicken. 

zienten, so daß z nur noch eine Anzahl ganz bestimmter 
Werte haben darf. 

Bei dieser Anschauungsweise sind also x und y die 
unabhängigen Veränderlichen, während z eine von x und y 
abhängige Veränderliche oder eine Funktion von x und y ist. 

Man kann sich die Gleichung zwischen x, y und z 
deshalb auf die Form 

(1.) z = ax,y) 

gebracht denken und erkennt, daß Veränderungen von z 
auf dreifache Art hervorgerufen werden können, nämlich 

1) indem sich x allein ändert, 

2) w Ti y n n 

3) „ 7) X ^uid y gleichzeitig ändern. 

Den Unterschied zwischen diesen drei Fällen kann 
man sich am leichtesten durch die geometrische Deutung 
der Gleichung (1.) als Gleichung einer Fläche im Räume 
klar machen. Da y = b die Gleichung einer Ebene ist, 
welche der ZX- Ebene parallel ist, so liegen fär konstante 
Werte von y die Flächenpunkte mit den Koordinaten x, 
y^ z alle in einer Ebene, welche zur ZZ-Ebene parallel ist 
und die Fläche in einer Kurve schneidet Auf dieser Kurve 
kann daher der Flächenpunkt P nur fortschreiten, wenn 
man x als die einzige Veränderliche und y als eine Konstante 
betrachtet. 

Ebenso kann der Flächenpunkt P nur auf einer Kurve 
fort schreiten, welche in einer zur FZ-Ebene parallelen Ebene 
liegt, wenn man y als einzige Veränderliche und x als eine 
Konstante betrachtet 

Sind aber x imd y beide veränderlich, so kann der 
Flächenpunkt auf der Fläche nach allen beliebigen Rich- 
tungen fortschreiten. 

Betrachtet man zunächst den ersten Fall, wo nur x 
als veränderlich und y als konstant angesehen wird, so kann 
man z wie eine Funktion der einzigen Veränderlichen x 
behandeln und auch ebenso differentiieren. Man bezeichnet 
dann aber, wie schon in § 77, Seite 378 hervorgehoben 
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§ 138. Funktionen von zwei Veränderlichen. 641 

dz 
wurde, den Differential -Quotienten nicht mit -^» sondern 

dz 
mit -s^.- f so daß man erhält 
ox 

In dem zweiten Falle, wo nur y als veränderlich und 
X als konstant angesehen wird, findet man in derselben 
Weise 

(3.) %=M J^'^y^j-f^^y^ =axy). 

oy j^^ ^y 

Diese Ausdrücke werden die „partiellen Ableitungen 
von z nach x und nach y^' genannt 

Dementsprechend nennt man die Änderung, welche e 
dadurch erleidet, daß sich nur x um die Größe Jx ändert, 
die „partielle Zunahme van z in bezug auf x^' und be- 
zeichnet sie mit z/^. Es ist also ^ 

(4) ^ + ^xe = f(x + Jx, y), 

und wenn man hiervon die Gleichung (1.) subtrahiert, 

(5.) ^^ = /(x4-'^x,y)-Ax,y) = ^^±^=^M^x., 

Ebenso nennt man die Änderung, welche z dadurch 
erleidet, daß sich nur y um die Ghröße Jy ändert, die „par- 
tielle Zunahme von z in bezug auf y** und bezeichnet sie 
mit J^. Es ist also 
(6.) z + J^ = f{x, y + Jy), 

und wenn man hiervon die Gleichung (1.) subtrahiert, 

(7.) J^ = n.,y+^y)-fM = (^^^^f^^±yl^y. 

Läßt man jetzt die Größen Jx und Jy unendlich klein 
werden, indem man sie durch ihre Differentiale dx und dy 
ersetzt, so werden auch die entsprechenden Änderungen 
von z, nämlich JgZ und J^, unendlich klein und heißen 
dann die ..partiellen Differentiale d^ und d^ von z'^ Da- 
bei folgt aus den Gleichungen (5.) und (7.) 

Ki«p«rt, DifferoDtial-lUohnaiMC. 41 
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€42 § 188. Funktionen von zwei Veränderlicheo 



JSs=Q ^X UX 



t9.) ö^ = lün^?LiH:^=LA«^)^y^|id,. 
^^=0 ^y oy 

In dem dritten Falle dagegen, wo sich x um dx and 
gleichzeitig y um Jy ändert, nennt man die entsprechende 
Änderung von z die f,vollständige oder totale Zunahme von 
0'' und bezeichnet sie mit Jz. £s wird also 
(10.) z + ^z = fix + ^^x,y + Jy\ 

und wenn man hiervon die Gleichung (1.) subtrahiert, 
(IL) Jz = f{x + Jx,y + Jy)-f{x,y), 

wobei Jx und Jy voneinander unabhängige Größen sind. 
Die hier folgenden Schlüsse gelten jedoch auch dann noch, 
wenn man diese Voraussetzung nicht macht, wenn also x und 
y und deshalb auch Jx und ^^-voneinander abhängig sind. 
Gleichung (11.) kann man auf die Form 
dz = f{x + Jx,y + Jy) — fix, y + Jy) 
+ fix,y + Jy) — fix,y) 
bringen. Dies gibt, wenn man y + Jy der Kürze wegen 
mit yi bezeichnet, 

(12.) Je = fix+Jx, yi)—fix, y,) +fix,y+Jy)-f{x, y) 
^ fjx+Jx, yi)—fix, yi) ^^ fix, y + Jy)—fix, y) 

Jx Jy ^' 

Läßt man jetzt wieder Jx und Jy unendlich klein 
werden, so wird auch Jz unendlich klein und geht in das 
völUiäfidige oder totale Differential von z über, welches man 
mit d^ bezeichnet. Da nun 

y^ fix + Jx, yi) — f ix, yi) ^ d fix, yi) ^ 
jTsdD Jx dx 

jjjjj fip^,y + Jy) — f{po,y) ^ dfix, y) 

jp=ds> Jy dy 

und limyi = y wird, so geht Gleichung (12.) über in 

(13.) ä^^^J^äx+^äy, 

oder 
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§ 189. Fanktioneii von zwei Veränderlichen; Aufgaben. 643 

(14.) dz = ^dx + '^dy = d:r^ + dj^. 

Es gilt also der Satz: 

Das totale Differential ist gleich der Summe der par- 
tiellen Differentiale. 

Derselbe Satz ist auch in § 77, Gleichung (16 &} auB^ 
gesprochen; damals handelte es sich aber um eine Funktion 

z = F{u, v) 
von zwei veränderlichen Größen u una r, die nicht von- 
einander unabhängig^ sondern beide wieder Funktionen von 
einer Veränderlichen x waren. 



§ 139. 

Aufgaben. 

Öß öz 
Aufgabe 1. Man soll die Werte von -^i -^ und dz 

ermitteln für 

(1-) , z = a^. 

Auf Ifeung. Die partielle Ableitung nach x bildet man, 
indem man x als veränderlich und y als konstant betrachtet; 
und die partielle Ableitung nach y bildet man, indem man 
y als veränderlich xmd x als konstant betrachtet Des- 
halb ist 

(3.) dz = p-dx + ^dy = Za?y^dx + ^i^ydy. ' 

Öz dz 
Aufgabe 2. Man soll die Werte von ^ ? ^ und rfs 

ermitteln für 

(4) ;? = j/8 + 4a% + ar". 

Auflösung. 

(B.) |^ = &ry + 6a?, |^ = 3y2 + 4^, 

(6.) dz = (8xy + 6x^x + (3y^ + ^)dy. 

41* 
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t>44 § 140. Funktionen von mehreren Veränderlichen« 

dz dz 
Aufgabe 3. Man soll die Werte von 3— > -^ und dz 

ermitteln für 

(7.) z = y^sinx. 

Auflösung. Hier findet man in ähnlicher Weise wie 

vorhin 

(8.) ^ = rcosa;, ^ = 2y8ina:, 

(9,) dz = y^coBxdx + 2y8inxdy. 

öz öz 
Aufgabe 4. Man soll die Werte von ^» ^ und dz 

ermitteln für 

(10.) z = e^arcsina; + ^ • loy« 

Auflösung. 

(IL) -=—= .— +2x.lny. 3— = e^^arcsina; H » 

(12.) rf£: =^ + 2x . Inyjdx + ^e'^arcsina: + — )dy. 



§ 140. 

Differentiation der Funktionen von mehreren 
voneinander unabhängigen Veränderlichen. 

(Vgl. die Formel -Tabelle Nr. 230 aud 231.) 

Das in § 138 angedeutete Verfahren läßt sich ohne 
weiteres auf Funktionen von drei oder von mehr vonein- 
ander unabhängigen Veränderlichen übertragen. Ist z. B. 
s eine Funktion von drei Veränderlichen u, v, w, ist also 
(1.) z = f{u. V, w), 

8o kann man zunächst die partiellen Ableitungen bilden, 
indem man setzt 

(2.) % = ^. J(u + Ju,v,w)-nu,v,w) _ ^^(^^ ^^ ^j^ 
^ ^ dz .. f{u, V + /IVy w) — f{u, v,w) . 



Digitized by VjOOQ IC 



§ 140. Funktionen von mehreren Veränderlichen. 645 

(4.) % = Ura(^2^lJ^±^=I(-l^ = au. v, ,o). 

Ans den drei partidle^i Zunahmen von r, nämlich aus 

I^hZ = Aw + ^M, V, w) — /"(n. V, u), 
J^z = f{u, V + Jv, w) — f{U, V, U'), 
j^z = /"(u, r, u; -|- /4w) — f{u, v, w) 
erhält man sodann, indem man iu, Jv, Jw durch die 
Differentiale du, dvy dw ersetzt, die drei partiellen Diffe- 
rentiale von 0, nämlich 

(6.) duZ = ^ du, d^ = ^^^ dv, ö,^ = ^^ dw. 

Ist endlich ^^ die Änderung von z, wenn sich gleich- 
zeitig u um ^M, V um ^i;, «<; um Jw ändern, ist also 

z -{- Jz =i f(u + /«, ?7 + . ft\ w -f .7w;), 
so wird 

(7.) JZ = f{U + ^M, V + y1l\ W + ^/W^) — f{U, Vy w), 

ode^T 

(7 a,) Jz = /"(u + ^w, V 4- ^v. M' + /tr) — /"(i«, ?' + Jt\ w + - /w>) 

+ fi^y "^ + '^t^; «*' + -^^W^) — A«; Vy W -\- , fw) 

+ /"(u, V, w; + Jw) -— /"(w, r, w?). 
Bezeichnet man der Kürae wegen v + fv mit Vi und 
w + Jw mit it'i, so kann man diese Gleichung auf die 
Form 
(71)) iz=^^^ "^ ^"' ^^' '^h) — f{u, Vi, tt'i) ^^ 

Am, f + Jv, IVx) — f{u, V, Wy) 

-f. -_. ._ — /l^. 

bringen. Geht man jetzt zur Grenze über, indem man /tu, 
/iv und /iu' durch die entsprechenden Differentiale dw, dv, 
dw ersetzt, so wird 

lim Vi = r, lim«i =^ w, 
und ./^ geht über in das vollständige (oder /o/o/f) Diffe- 
rential von Zj nämlich in 
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oder 

(8aO 



Öf* 



dv 



dw 



rff = ^- du 4- -^- dv + ^=— rfiü. 
Öw öt? öw 



Auch hier gilt also der Satz: 

Das totale tHfferentiai ist gleich der Summe der jaor* 
iieUen Differeuiiaie, 





Es sei 


Beispiel. 


(9.) 




z = t^wmn u 4- e'^ , Inti; 


dann wird 


- = t^WCO&U + — r 

öu u 


(10.) 




dv ' 

^- = tjägint* + e*^ . In«, 


also 






(IL) 




rf2 = 



In derselben Weise kann man • 

(12.) 2 = f(Wi, 1*3,... U^) 

nach jeder der n Veränderlichen einzeln differentiieren, in- 
dem man die anderen Veränderlichen als JconstmU be- 
trachtet. So erhält man die partidlen Ableäungeti. Mnlti- 
pli2iert man dann noch mit dem Differential der betreffen- 
den Veränderlichen , so sind die Produkte die partidlen 
Differentiale von 2, nämlich 

(13.) öv = g^^d«i, Öv=~d»2,...ö«^^=^/t*-. 

Daß vollständige (oder totale) Differential i^ dof^n 
wieder gleich der Summe der partitüen Differentiale^ also 



(14.) ,c = l^-^äu, + l^^äu.^ 



+ Ä.'*"" 
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§ 140. Funktionen von mehreren Veränderlichen. 647 

Dabei ist zunächst die Voraossetzang gemacht, daß 
die n Veränderlichen Ui, U2, . . . u« voneinander unabhängig 
sind. Der Beweis für die Richtigkeit der Formel (14.) läßt 
sich aber auch leicht auf den Fall übertragen, wo Pi^ ti2i 
...Un sämlüch Funktionen von einer Veränderlichen t sind. 

In diesem Falle sind jedoch, wie für n = 2 schon in 
§ 77 gezeigt wurde, die Differentiale dui, du29 . . . du^ nicht 
mehr voneinander unabhängige Größen; es folgt vielmehr 
aus den Gleichungeii 

(15.) Ui = <pi{t), U2 = g>^t),...Un = 9>m{t), 

daß 

(16.) dui = g>iXt)dt, du2 = <P2\t)dt, ,,.dun = 7>n(t)dt 
wird. Deshalb darf man in diesem Falle die beiden Seiten 
der Gleichung (14.) durch dt dividieren und erhält auf 
diese Weise 

.^ ^ dz de dui dz du^ dz dun 

^ ' dt~düi'df'^dÜ2~df'^ ^dui.'df' 

Die Formel (14.) bleibt sogar noch richtig, wenn ui, 
i*2, . . . M„ wiederum Funktionen, von m Veränderlichen fi, 
t2j'"tm sind} wenn also 

Ui = 9>l(^l)^2,-- Wi 
W2 = ^{hy ^2,.. . W» 



(18.) 



Dabei muß natürlich m <n sein. 

Setzt man nämlich diese Werte in die Gleichung (12.). 
ein, so wird 

(19.) ^ = F{ti, t2y..-tm) 

eine Funktion von ^i,^2,...^im und deshalb, der Gleichung 
(14.) entsprechend, 

(20.) ä^ = f^^dU+^^^ät, + .•. + ^ät^. 

Ebenso folgt aus den Gleichungen (18.) 

(21.) äu.=.'^^dt,+%äH + ..- + p^.ät^ 
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648 § 141. Anwendung aaf die Differentiation der Determinanten. 



für a^=l, 2, 3,...n. Nun ist aber nach Gleichung (17.), 
wann man ssnerst ^i, dann ^2y*9 endlich t^^ als die einzige 
Yeränderliche betrachtet, 

dh 



(22,) 



dz dui dz du^ 
du\ dh dü2 dh 



dz dun 

^dir^'dh' 



dz 



dz du\ dz dut . 

dh dm dh du2 dh 



dz dun 

'^diTn'dir 



dz du% 



dz dz du\ 

dtm du\ dtm dut dt„ 



+ 



dz dun 

' dÜn dhn 

Multipliziert man diese Gleichungen bezw. mit Äi, 
dhy^^^dt^ und addiert sie, so erhält man"^ mit Rücksicht 
auf d\% Gleichungen (20.) und (21.) 

(23.) rf^=|ldui+|-^dw2+-+|^ du«. 



dUn 



§ 141. 

Anwendung auf die DifTerentiation der Determinanten. 

(Vgl. die Formel -Tabelle Nr. 232 bis 234.) ' 

Da man nach den Formeln Nr. 216 und 217 der Ta- 
belle die Determinante d auf die Form 

(L) d = airßlr + Ö2r«2r H h f^nr^nr^ 

oder 

(2.) ^ = a/iC/i -f a/2a/2 H h a/^a/n 

bringen kann, so findet man für jeden Wert der Indizes 
f «Tid /■ ohne weiteres 

p' .^=°- 

Man könnte daher die Gleichungen (1.) und (2.) auch 
in der Form 

dJ 



(40 
und 



d 1 ^ dJ . 



+ Ö« 



dan 
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§ 141. Anwendung auf die I>iffei*entiation der Determinanten. 649 



(5.) ^ = ^/i-^z- + (^/2^r- + 



dJ 



'/« 



ött/i öa/2 

schreiben. 

Sind die Elemente a/r der Determinante J sämtlich 
Funktionen einer unabhängigen Veränderlichen t^ und be- 
zeichnet man der Kürze wegen 

da/r -x / 

dt ™'*«^" 

so folgt aus Gleichung (3.) 

»* f,rOafr /,r r=i, z, ...n, 

d. h. man erhält eine Summe von n^ Gliedern. Faßt man 
aber dabei je n Glieder zusammen, z. B. die Glieder, bei 
denen der Index r denselben Wert hat, so erhält man 

(7.) ;^ = 2ä/i«/i + 2«'/2«/2 + • • + 2«/««//. 

für /*=!, 2, ...n. 
Jedes Glied dieser Summe ist wieder eine Determinante 
n**' Ordnung, welche aus J entsteht, indem man die Ele- 
mente der r^*° Spalte, also die Elemente 

durch die Elemente 

ersetzt Es wird deshalb 
af\\ an an ,. . 



(8.) 



dt' 



aft\ om au 
ofn on on 



+ 



All 


a\t 


ai8 . . . 


OiX 


a'tt 


028 .. . 


a^\ 


a'ta 


a«8... 



(9.) 



+ 



In derselben Weise findet man 
dJ 



a\\ 


an. 


..a'i« 


at\ 


Ott^ 


. . a'2n 


oei 


068. 


..a'^n 



.. = 2 «'lr«lr + 2 «VOar H f- 2 Ofnf ^nr- 

ai r r r 
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650 § 141. ÄJi Wendung &uf die DtffereDtiation. der Determm&nteii. 



Hier ist jedes Glied dieser Summe eine DetenmBante 
n**' Ordnung, welche aus J entsteht, indem man die Ele- 
mente der f^^ Zeile, also die Elemente 

durch die Elemente 

ersetzt 

Sflispiel 1» Der Kürze wegen setze man 

7 = ^"..-., 



(-•' '-^ 


= «M, 


dX' . ^ ' dt' 


und es sei 




a a' af' . . . ffl("-') 


(U.) 


^ = 


6 6' Ö"...*'—^» 



dann verschwinden bei Anwendung der Gleichung (8.) die 
ersten n — 1 Determinanten wegen Gleichheit zweier Spal- 
ten, und man erhält in diesem Falle 



(12.) 



Beispiel 2. Es sei 
(13.) ä = 



wobei die Großen ^i, t%^,.An voneinander unabhängige 
Veränderliche sein mögen, dann wird nach Gleichung (8.) 



11.. 


.1 


<i i% .. 


■in 


*i* <a« .. 


■V 


<i»-»<g»-' . . 


■in"^' 



(14.) 






i . 


,* 1 


1 h 


■ ■ ' f» 


%h tt^ 




3^1» h^ 




(n — 1)^1»-^^-^ 
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§ 142. Wiederholte Differentiation. 651 

In ähnlicher Weise findet man die partielle Ableitung 
nach ^a, indem man in der af^ Spalte die Elemente 

1 ^ ^2/8 / #1—1 

durch 

0, 1, 2ta, 3^a^...(n-l)^«'^2 

ersetzt. 



§ 142. 

Wiederholte DifTerentiation einer Funiction von 
melireren Veränderiiclien. 

(Vgl. die Formel- TabeUe Nr. 286.) 

Der Kürze wegen bezeichnet man gewöhnlich die par- 
tiellen Ableitungen durch Indizes. Ist z. B. 

(1-) ^ = f{x,y), 

so setzt man, wie schon früher hervorgehoben worden ist, 

Nun sind /i(a?, y), f^Xj y) im allgemeinen wieder Funk- 
tionen von X und y, die man nochmals nach den einzelnen 
Veränderlichen differentiieren kann. Dadurch erhält man, 
wenn man die Ableitungen wieder durch Indizes andeutet, 



(3.) 



dMx, y) . dftjx, y) _ . ,^ , . 



Es gibt also im ganzen vier zweite partielle Ablei- 
tangen einer Fnnktion von zwei Veränderlichen. 

Beispiel 1. Es sei 
(4.) 2r = /-(«,y) = «V-3a5V + a^, 

so erhält man durch Differentiation 
dz 



(&.) 



^ = Hx, y) = 2«y8— 12a^ + y*, 
^ = /"iK«, y) = 3«V - 3x* + 40^», 
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\ 



(6.) 



§ 142. Wiederholt« Differentiation. 

dfiix, y) 



dx 

dfi(x, y) 
dy 

<9/2(x, y) 



= fu{x,y) = 2i^ — S63^y, 
= fn{x, y) = 6xy^— 12r'' + ^jr*, 
= fii{x, y) = 6xy^—l2a? + 4j/», 
= ftt{x,y) = 6xh/+12xy\ 



l9.) 



dx 

dy 
Beispiel 2. Es sei 

(7.) z = f{Xj y) = sinx . \ny + e^ • Inx, 

dann erhält man dai*ch Differentiation 

dz e^ 

dx ^ ^^^^' ^^ "" ^^^^ ' '"^ "*" X ' 

Öy = ^2(a:, y) = ^^"^ + e^lna?, 

^j =AUx, y)= — smx.lny — ^, 

0/2(^^1 y) f . . cosx ('/^ 

In diesen beiden Beispielen wird 
jlOj fi)i{Xjy) = f2Ux.y)] 

m scill gezeigt werden, daß diese Beziehung ganz allgemein 
gilt, wenn fv2.{x^y) und ft\{x^y) stetige Funktionen von x 
und y sind. 

Zum Beweise setze man 
iH.) 9(y) = nx + fi,y)—f(x,y), 

also 
im <p{y + k) = fix + h.y + k) - f[x, y + k). 

Nun ist nach dem Tai/ferschen Lehrsatze (vgl. Formel 
Nr m der Tabelle^ 



Digitized by VjOOQ IC 



§ 142. Wiederholte Differentiation. 653 

f{a-^h)-f{a) = h.na + eh), 
oder, wenn man die Buchstaben f, a, h bezw. mit (p, y, k 
vertaascbt^ 

(13.) 9<y + *) - ^) = <p\y + ek),ic, 

also wenn man die Werte aus den Gleichungen (11.) und 
(12.) einsetzt, 

(13a.) f{x + A, y + k)-f{x, y + k)-f{x + A, y) + ({x, y) = 
\f^x + h,y + ek)—Ux,y + ek)].k. 

Setzt man ferner 
(14.) V{x) = f(x,y + k)-f{x,y), 

also 

(15.) tp{x + h) = f{x+h,y + k)-f{x + A, y) , 

so folgt aus Formel Nr. 88 der Tabelle durch Vortausolunig 
der Buchstaben f mit y; und a mit x 
(16.) tp(x + A) — tp{x) = ^(x + öiA) . A, 

also wenn man die Werte aus den Gleichungen (14.) und 
(15.) einsetzt, 

(16a.) /(x + A, y + k)-nx^h, y)-f{x, y + k) + f{x, y) = 
[fiix + eih,y + k)-fi{x + exh, y)] . A. 

Durch ZusammensteUung dieser Gleichung mit Olei- 
chimg (13a.) erhält man 
(17.) \fi{x + ÖiA, y + k)- fi(x + ÖiA, y^.h = 

[fix + h,y + ek)- ax, y + ek)],k, 
oder, wenn man auf die beiden Größen in den eckigon 
Klammem nochmals Formel Nr. 88 der Tabelle anwendet^ 
(18.) fi^x + öiA, y + Ö2ft) . hk = Mx + ögA, y + Ok) . hk. 

Dabei sind A und k hinreichend kleine, aber sonst be- 
liebige Größen. Deshalb ist auch 
(19.) Mx + öiA, y + Ö2*) = hi{x + ©bA, y + Ok). 

Läßt man jetzt A und k gleich Null werden, so erhält 
man, wenn die Funktionen fv^x^ y) und f%\{x^ y) stetig sind, 

(20.) /i8(x, y) = f2i(x, y), oder — ^^- = ^ • 

Digitized by VjOOQIC 
1 



664 



§ U2. Wiederholt« Dilferentl^tloj], 



Dies gibt den Satz: 

Wenn man unter dm ffegt^enm Voraussdmtn^m eine 

Funktion 

z = A^, y ) 

zuerst partieÜ nojoh x und dann partiell nach y differentnert^ 
so findet man dassäbe SesuUai, welche» man finden würde, 
indem man zuerst partiell nach y und dann partiell nach x 
differentiierf ; oder mit anderen Worten: Die Bdhenfdge, in 
welcher man die partieäen Differentiiäiönen ausfiihrt^ i^ 
gleichgültig^. 

Dieser Sat^ laßt sich natürlich verallgememeni , nicht 
nur auf die zweiten partiellen Ableitaogen der Funktionen 
von beliebig vielen Veränderlichet!, sondern auch auf höhere 
partielle Ableitungen. Set^t man nämlich 

Kr) ^ 

(21.) Uu(a=,y)=^^=|^. fUx,0 = - 



/'ai(Ä,y) = 



m 



dx 



dy 



dxdy 






BQ erhält der eben ausgesprochene Satz die Fassung 



(22.) 



% 



oder 



dx dp dy dx 



gm^Mg 



Bezeichnet man in entsprechender Weise mit ^ ^ — 

den Ausdruck, welchen man erhält, indem man z zuerät 
?n-mal partiell nach x und dann «-mal partiell nach y 
differentiiertj so gilt die Gleichung 

.231 ^' = ^"' - ^"^ , 

• "^ Ö3^dy dxdydx dydx^ 

und wenn man in ähnlicher Weise fortfährt^ «.-^ 

dixf^ dy** dy" dx^ 



(24.) 
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§ 143. VollBtändige Differentiale höherer Ordnung. 655 
Ebenso setzt man, wenn 

gegeben ist^ 

(2ö.) ^ = h{u, V, w), ^ = fiu, V, w), ^ = f^u, V, w) 

und kann diese Funktionen wieder nach jeder der drei 
Veränderlichen differentiieren. Dadurch erhält man 

d^z dfi{u,v,w) ^ , . d^z dfi{u,v,w) - , . 

W^= du =^^^^^-^-^)>gi^= dv -=^^^^-^>H 

Auch hier läßt sich zeigen, daß 
(26.) - fi^{u,v,w) = Ui{u,v,ui), 

/»(U, V, W) = f)S2SM> V; w?) 

i/tt, allgemein, daß 

Qm-¥n-^Pg d'^+n+pg Qm-^n-^pg 



27.) 



du^dv^dw^ dv^du'^dw^ dw^du^dv^ 

gm-k-n+pg Qm-j-n-^-pg Qm-^m-^-pg 



du'^dw^dv'* dv^dw^du'^ dw*'dv^du'^ 



§ 143. 

Vollständige DlfTerentiale höherer Ordnung« 

(Vgl die Fonnel-Tabelle Nr. 286.) 
Es sei wieder 
(1.) z = f{x,y) 

eine Funktion von zwei unabhängigen Veränderlichen, dann 
wird nach Formel Nr. 229 der Tabelle 

(2.) d^ = ^dx + |dy 

das erste vollständige Differential von z. Dabei sind dx 
und dy zwei voneinander und auch von x und y unaJth 
hängige, unendlich kleine G-rößen. 
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656 § 148. Vollscändige Differentiale höherer Ordnan^. 

Unter dem zweiten vollständigen Differential von z 
verstellt man nun das vollständige Differential des ersten 
vollständigen Differentials und bezeichnet es mit cPz. 

Um dPz zu bilden, braucht man also nur in Q-lei- 
chung (2.) z mit dz zu vertauschen. Dadurch erhält man 

(3.) d^z = diä.) = ^l^dx + ^fdy. 

Weil nun aber dx und dy von x und y unabhängig 
sind, 80 findet man 

Multipliziert man diese Gleichungen bezw. mit dx und 
ihj und addiert sie dann, so erhält man 

f^9 l92^ ^2^ 

(5.) d^z=.^^dx^ + 2£^^dxdy + '^dy^. 

Wenn man auf der rechten Seite dieser Gleichung 
überall d^z mit dz^ vertauscht, so wird die rechte Seite ein 
vollständiges Quadrat, nämlich 

Diesen Umstand benutzt man, um Gleichung (5.) auf 
oine einfachere Form zu bringen; man schreibt nämlich 

fdz , , dz , \W 

wot)@i der eingeklammerte Exponent (2) bedeutet, daß man 

den Ausdruck ^ dx -{-^dy wirklich ins Quadrat erheben, 

dann aber überall dz^ mit d^z vertauschen soll. 

Man sagt bei der Ausführung dieses Verfahrens, daß 

V dx + ^ dy „symbolisch^' ins Quadrat erhoben werde. 

Ebenso versteht man unter dem dritten vollständigen 
Dif forential von z, nämlich unter d^z das erste vollständige 



(dz dz V^ 
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§ 143. Vollständige Differentiale höherer Ordnung. 657 

Differential des zweiten vollständigen Differentials. Es 
ist also 

(7.) ä^^ = ä^^^) = '^ä. + '-^'^äy. 

Nun ist aber nach Gleichung (5.) 



(8.) 



dx da? ^ d3?dy " ^ dxdy^ * ' 



folglich ist 

(9.) ä^z = ^^-^d.? + S^^da?dy + Z^xdy^ + ^^df, 

oder, wenn man wieder die symbolische Bezeichnungsweise 
benutzt, 

(dz dz V^> 

ex'^-^ey'y) 

Auch hier bedeutet der eingeklammerte Exponent (3), 

öz öz 

daß man ^ dx 4- ^ dy zuerst wirklich in die dritte Potenz 
dx öy 

erheben und dann überall dsr^ mit d^z vertauschen soll. 

So kann man fortfahren und findet für das m^ voll- 
ständige Differential 

(10.) d'"z = (^^ldx + ^^dyf\ 

dz dz 

wobei man also ^ dx + ^ dy in die m^ Potenz erheben 
ox oy 

und dann dz"^ mit d'*'z vertauschen soll. 

Die Richtigkeit dieser Formel für einen beliebigen 
Wert von m wird durch den Schluß von n auf n + 1 be- 
wiesen. Nach dem binomischen Lehrsatze ist nämlich 

(a + br = 
oder 

Aafty 



(a + 6)-= 2"Qa»-*6*, 



Kl«p«rt, Dirferootial-Rsobntinf. 42 
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658 § 143. Vollständige Düferentiale höherer Ordnung. 

wobei das Summenzeichen S andeutet, daß /c alle Werte 
von bis n durchlanfen soll. Gilt also die Gleichung (JO.) 
für fw = n, so wird 

Nun ist 
dabei ergibt sieb aus Gleichung (11.) 



(12.) 






Ersetzt man die Glieder auf der rechten Seite dieser 
beiden Gleichungen durch die entsprechenden in der sym- 
bolischen Darstellung, so erhält man 



(13.) 
und 

(14.) 



Indem man die Gleichungen (12.) addiert, erhält man 
auf der linken Seite 
._. did'^z). . d(d^z), ... 

auf der rechten Seite dagegen, wenn man d**-^^z mit dz**-^^ 
vertauscht, mit Bücksicht auf die Gleichungen (13.) und (14.) 

folglich ist unter Anwendung der symbolischen Bezeich- 
nungsweise 
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§ 148. VoUst&ndige Differentiale höherer t)rdnQng. 659 

(dz dz V'^+i) 

Gilt also Gleichung (10.) für m=^ny so gilt sie auch 
für m = n + 1. 



Was in dem vorhergehenden für eine Funktion von 
zwei unabhängigen Veränderlichen gezeigt worden ist, kann 
man in ähnlicher Weise auch für Funktionen von n unab- 
hängigen Ycsränderlichen zeigen. Dadurch findet man für 
(18.) = /'(Ui, U2,...u„) ^ 

zunächst in Übereinstimmung mit Formel Nr. 281 der 
Tabelle 

(19.) ^. = |l.u. + ^^«, + ... + ^^rf«. 

and durch wiederholte Differentiation 

'de , . de , . . dz , ^ 



(20.) 



_ /de , . dz , , , dz , \P 



1 






Bei dem ersten vollständigen Differential von z war 
es gleichgültig, ob die Veränderlichen ui, U2, . . • U|» von- 
einander xmabhängig sind oder nicht, denn man erhielt, 
auch wenn ui, U2) • • . Um sämtlich Funktionen von einer 
Veitoderlichen t oder von mehreren Veränderlichen ^i, ^2? 
. . . ^M waren, 

, dz j , T9« , , , dz , 

'^^ = äir,''"^ + äiii''"» + • • • + öii; ''"- 

Bei den höheren vollständigen Differentialen aber 
bleiben die Gleichungen (20.) nur dann richtig, wenn Ui, 
U2,«..t«M voneinander unabhängig ^ oder wenn sie lineare 
Funktionen von< neuen unabhängigen Veränderlichen fi, 
^2) • * • ^«f sind. Ist z. B. wieder 

(21.) ' = n^,y), 

und sind 

42* 
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§ 143. VoUstäadi^Q Differetitiala höherer Ordnung 



beide Funktionen einer neuen Veränderliclien tj so erhält man 
zunächst 



(22.) 



dz = ^;r-dx 4- ^-dy. 

dy ^ 



dx 



Hierbei sind aber dx und dy nicht mehr voneinander 
unabhängige Größen, sondern es ist 

(23.) dx = (p\t)dt, dy = y/{t)dt. 

Deshalb kann man auch Gleichung (22.) auf die Form 



(24.) 



dz dz dx dz dy 

dt ~dxdt'^'dy dt 



bringen. Da z und 



dz 



dz 



-TT-i"' als Funktionen der 



di ^ dx' dy' 

einzigen Veränderlichen t anzusehen sind, so erhält man 
durch nochmalige Differentiation nach t 



(25) ät^ = 



d(—\ '''^ 

d^z \dx/ dx 



dt dt 



+ 



\dy/ dy dz cPx dz d-y 

df dt "^ dx dfl '^dyW 



Nun ist aber nach Gleichung (24.), indem man z bezw. 

mit -=r- oder mit -=r- vertauscht, 
dx dy ' 



(26.) 



dt 
dt 



d'^z dx d^z dy 
da? dt'^dx'dydt' 



d^z dx d^z dy 
dxdydi'^df dt' 



folglich geht Gleichung (25.), wenn man wieder die sym- 
bolische Bezeichnungsweise anwendet, über in 

d?z __ /dz dx dz dj/^^ dz d^x dz^ d^y 
~dfi '^Kdxdi'^dydt) '^ dx W^ dy W 

Indem man beide Seiten der Gleichung mit dt'^ multi- 
pliziert, gibt dies 



(27.) 



(27 a.) d^z 



=(i^+l^')"'+fe^^+.>- 
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§ 148. Vollständige Differentiale höherer Ordnung. 661 

Diese Gleichung unterscheidet sich also von der Glei- 
chung (6a.) auch äußerlich dadurch, daß auf der rechten 

Seite noch die Glieder -^cPx-^ ^-cPy hinzugetreten sind. 

Ist 

% 

(2a) Z = f{ui, U2,..,Un), 

und sind 

(29.) ui = 9>i(f ) , W2 = ^(t), . . . u« = qp„(f) 

sämtlich Funktionen einer neuen Veränderlichen f, so findet 
man in ähnlicher Weise 

(30.) de = ^rf«i 4- ^du, + ... + ^{-du., 

(31.) d^e = (^^du. + IUu, + ...+ ^^Uu:f' 

. dz ^ , dz ^ . dz ^ 

* OUi ^ du2 dun 
wobei 

I dui = qh!{t)dt, du2 = q>2'(t)dt, ... dun = q>n{t)dt, 

Man erkennt aus den letzten Gleichungen leicht, unter 
welcher Bedingung die Größen 

oder 

d!hii (Pua d?Un 
dfi ' di» ' '" d¥ 

verschwinden. Dies geschieht, wenn 

(33.) ui = ai^ + 5i, Ma = (M + 62, . . . w« = fl^/ + 6„ 

lineare Tunktionen von t sind. Dann wird nämlich 

(34.) 
und 
(35.) 



dui 

dt ="" 


dtt2 


dUn ^ 
■dt ="- 


*2 "' 


^^=0 
Ä» "' 


dt'^ "• 
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669 g 141. DifferentiatioD einer nicht entwlck^ten Fonklioo^ 
In didsem Falle ist also wieder 

oder 

(37.) 



dz rf«j-V^ 



dp " \di^i df^du^i df^ ^ ö^ Wj * 
Gerade dieser Fall wird aber in dem folgenden iß 

Beiraclit kommen. 

Gelten die Gleichungen (33.), so findet man jetat auch 

ebenso wie fmher 

. dl» ~ \öi*i dt '^ du2 dt + " + du^ dt / 



§ 144. 

Differentiation einer nicht entwickelten Funktion 
von zwei unabhängigen Veränderlichen. 

(Vgl die FormeU Tabelle Nr. 237.) 
Es sei z als Funktion von x und ^ durch die Glei- 
chung 

gegeben, die man' sich auf die Form 
(la.) z = f{x,y) 

gebracht denken kann. 
Setzt man 
dF 
^"' öj? ~*'' ^"^'' dB 

und beachtet f daß z eine Funktion von x und y ^i^ so 
folgt uus Gleichung (l.) durch partielle Differentiation 
nach X 



Wie bildet man dann v,- und ,, ? 
dx dy 



„ dF ^ ÖF „ 
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- v-, »' *' - a2 -r ja - 


dann wird 






^1-;^' ^? = F 




02 <?x dz 
dx ~ d^z' dy 



§ 145. Differentiation slmaltaner Oleiöhnngen. 668 

dF[x,y,f(, x, y)] _ j;, , jp dz _ dz _ Fi 

(3.) ^ =^Fi + F,^ = 0, oder g^ = -jr' 

und durch partielle Differentiaiioii nach y 

dl]x,yfix,y)] _ ^^ ^^ ?- = -#• 

öy ' öy ' dy Fg 

Beispiel. 

Es sei 

F{x,y,z)=~ + ^ + ^-1^0, 



Nicht entwickeltd Funktionen einer Veränderlichen, 
gegeben durch simultane Gieichungen. 

(Vgl. die Formel -TabeUe Nr. 238.) 
Es kommt hänfig vor, daß y und z als Fuaktionen 
der einen Veränderlichen x gegeben sind durch zwei Glei- 
chungen 

(1.) F{x,y,z) = und 0{x, y, z) = 0, 

welche gleichzeitig bestehen und deshalb „sinmlian'* genannt 
werden. 

Jede der beiden Gleichungen für sich allein würde, 
geometrisch gedeutet, einer Fläche, entsprechen; gelten sie 
aber gleichzeitig, so können ihnen nur die Koordinaten der- 
jenigen Punkte genügen, welche auf beiden Flächen Hegen, 
d. h. die Gleichungen (1.) stellen zusammen die Schnittkurve 
der beiden Flächen dar. 

Eliminiert man aus den Gleichungen (1,) die Ver- 
änderliche ^, so erhält man die Gleichung 
(2.) H{x, y) = 0, oder y = f(x). 
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664 § 145. Differentiation Bimnltaner Gleichungen. 

Dies ist die Gleichung eines Zylinders, welcher die 
Schnittkurve in die XF- Ebene projiziert Eliminiert man 
aber ans den Ghleichimgen (1.) die Veränderliche y, so er- 
hält man die Ghleichong 
(3.) Jr(rr, ;?)=0, oder z = g(x). 

Dies ist die Gleichung eines Zylinders, welcher die 
Schnittkurve in die XZT-Ebene projiziert Da die Raum- 
kurve, welche durch die beiden Gleichungen (1.) erklärt 
wird, auf diesen beiden Zylindern liegt, so ist sie auch die 
Schnittkurve dieser beiden Zylinder oder wenigstens ein 
Teil davon, denn die Zylinder können möglicherweise auch 
noch Punkte gemeinsam haben, die nicht auf der gegebenen 
Kurve liegen. 

Es kommt hier zunächst nicht auf diese geometrische 
Deutung an, es sollte vielmehr die vorstehende Untersuchung 
nur zeigen, daß man y und z als Funktionen der einzigen 
unabhängigen Veränderlichen x betrachten darf. Des- 
halb ist es auch möglich, y und z als Funktionen von x 

zu differentiieren, und zwar kann man ~ und , auch 
' dx dx 

berechnen, ohne die Gleichungen (2.) und (3.) wirklich zu 
bilden. 

Dies geschieht, indem man auf die Gleichungen (1.) 
die Regeln anwendet, welche in Formel Nr. 231 der 
Tabelle ausgesprochen sind, wobei man aber in diesem 
Falle die drei Veränderlichen Ui, U2^ ua bezw. mit x, y, z 
und die unabhängige Veränderliche t, von der Ui, U2i t^s ab- 
hängig sind, mit x vertauschen muß. Dadurch erhält man 
dF dF dx dF dy dF dz _ 
dx dx dx dy dx dz dx ' 

dF ., ^ dF ., ^ dF 
in wieaer - 

F» bezeichnet, 

,4.) r, + r,^ + p,^^o. 

Ebenso findet man 
(5.) G, + 03^ + 03^ = 0. 



oder, wenn man wieder -5— mit Ft. v- mit J21 -=r nut 
' dx ' dy ' dz 



dx ' ^""dx 
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§ 145. Differentiatidii simiiltaiier Gleichnngen. 



666 



Ans diesen beiden Gleichungen ergibt sich jetzt sehr 
leiclit dnrch Elimination 



(6.) 



dy __ FqOi — FiCk 



j dz 
und -^- = « ^ 
dx F2OS 



FiGhi — F2O1 



dx F2GS — FSG2 dx F2OS — FSO2 

Mit demselben Rechte, mit welchem in dem vorstehen- 
den X als die unabhängige Veränderliche betrachtet wurde, 
kann man auch y als die unabhängige Veränderliehe an- 
sehen. Dadurch werden x und z Funktionen von y, und 
man erhält in Übereinstimmung mit den Gleichungen (6.) 

dz _ F1O2 — F2G1 
dy 
Macht 
erhält man 

d^ _ F2OH — FjG2 ^^^^ dy FMi — FiG, 
dz 



(7\ dx F20s — FBG2 
^^'^ dy~ FsG, — FiOn 



und -- = 



•(8-) -r = 



F;Oi - FiO, 
man e zur unabhängigen Veränderlichen, so 

, dy 

F1G2 — F2O1 dz~ FiGj — FiOi 

Man kann die Gleichungen (6.), (7.) und (8.) zusammen- 
fassen in der Formel 
(9.) dx:dy:dz=^ 

{FaGä — FaOi) : (F^Oi — FiG^) : (.P.Öo — F^Gi), 

oder 

Fl F. 



(9 a.) 



dx:dy:dz = 



F2 Fs 
G-iGä 



-fa F\ 



Gl G> 



Übungs- Beispiele für den Gebrauch dieser Formeln 
finden sich bei den geometrischen Anwendungen in den 
folgenden Paragraphen. 
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XIX. Abschnitt. 

Aiiweiidungeu auf die analjtii»che Geometrie 
des Raumes % 

§ 146, 

Bestimmung der Tangenten und der Normal ebenen 
bei einer Kurve im Räume. 

(VgL die Formel-Tftbelle Nr. 239 bis 242a.) 
Erklärung, Die Kurven im Räume können ebene Kurvmi 
oder anch Kurven doppelter Krümmung sein- Untei* einer 
Kurve doppdier Krümmunff versteht man eine Kurve, deren 
Punkte nicht alle in derselben Ebene liegen. 

im folgenden wird daher der Kürze wegen der Auä- 
dnick „Raumkurv^e^* beide Fälle umfassen. 

Aufgabe 1. Man soll das Bogenelement de einer Raum- 
kurve bestimmen und die Kosinusse der Winkel a^ ß^ y 
berechnen ^ weicht:* ds mit den positiven Richtungen der 
Koordinaten -Achsen bildet. 

Auflflsung. Es seien P und Pi zwei benachb^irte 
Punkte auf der Kurve mit den Koordinaten x, y, 5 bezw. 
{!■) zt = z + dx^ yi = y + tiyy ^l = ^ + ds. 

wo wieder die Bezeichnungen dXy dy, d^ andeuten sollen^ 
daß die Punkte P und Pi einander unendlich nahe rücken 
dürfen. 

Legt man jetzt durch die Punkte P und Pi Ebenen 
parallel zu den drei Koordinaten- Ebenen (vgl Fig. 153), so 

*) Die elementaren Untersuchungea aus der Analytischen Geo- 
metrie des Baumes mÜnSBen hier als bekannt Torati8;geeetzt werdea. 
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§ 146. Bestimmaug der Taugenten and Normalebeuen. 667 

erhält man ein rechtwinkliges Parallelepipedon mit den 
Seitenkanten dx, dy^ dz and der Diagonale 

(2.) PPi = ds, 

Da die Sehne PPi mit dem Bogen PPi zusammen- 
fällt, wenn die Pnnkte P und Pi einander unendlich nahe 
rücken, so nennt man ds das yyBogendement'^ und erhält 
nach bekannten Sätzen aus der 
Stereometrie 
(3.) d^^^dat^-^-dy^-^-ds^. 

Ferner ergibt sich ohne 
weiteres aus der Figur, daß 



Fig. 108. 



(4.) 



coso^ 



dx 
ds' 



cos/: 



C08/9 = :^l 

da 
_ dz 
^ds 




ist, wobei a, /?, 7 die Winkel ^ 

sind, welche das Bogenelement 

ds mit den positiven Sichtungen der Koordinaten -Achsen 

bildet. 

Aufgabe 2. Eine Raumkurve sei durch die Gleichungen 
(6.) F{x,y,z) = 0, G{x,y,z) = 

gegeben ; man soll im Kurvenpunkte P mit den Koordinaten 
Xj y^ z ihre Tangente bestimmeia. 

Auflösung. Die Gleichungen einer geraden Linie im 
Haume schreibt man gewöhnlich in der Form 
(6.) xf = m^ + /i, y' = n«' + V. 

Dies seien also auch die Gleichungen der gesuchten 
Tangente, wobei die laufenden Koordinaten mit a/, y', £?' 
bezeichnet werden mögen, weU x^ y, z die Koordinaten des 
Berührungspunktes P sind. Damit die Tangente durch 
diesen Punkt P geht, müssen die Gleichungen 

(7.) X = nwf + i") y = w^ -f ^ 

gelten, folglich erhält man für die Tangente die Glei- 
chungen 

(8.) x' — X = m(z' — z)^ xf ^ y=i n(zf — z). 
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668 § 146. Bestainmiing der TaDgenten und Normalebenen. 

Um noch die Koeffizienten m und n zn . bestimmen, 
beachte man, daß die Tangente anch durch den Eurven- 
ponkt Pi hindurchgehen muü, welcher dem Punkte P un- 
endlich nahe liegt und deshalb die Koordinaten 
(9.) xi = x + dx, yi = y + dy, iSi = z + dz 

hat. Setzt man diese Werte in die Gleichungen (8.) ein, 
so erhält man 

(10.) dx = mdz^ dy = ndz^ . 

oder, indem man durch dz dividiert und Formel Nr. 238 
der Tabelle berücksichtigt, 

(11.) '^ — az — 'FiG2 — F2Gi' ^~dz~~FiG2 — F20i' 
Die Tangente im Punkte P hat daher die G-leiohungen 

(12.) a:'-x = ^^(.'-^), y'-^ = |(e'_.), 
oder 

Gewöbnlich schreibt man diese Gleichungen in der 
Form 

(13) 3^ — x^y — y^e' — z 

• dx dy dz ' 

oder 

nsa^ ^-^ __ y'—y — ?'— ^ 

^ ^^ F2(h — FsG2 FsGi — FiG» ~ F1G2 — F2Gt 
Da die Ausdrücke 
Fi(FoG3 - FhGz) + F2(FsGi — P1Ö3) + F^FiG^ — F^^Gi) 
und 

Gi{F2G3 — P3G2) + G2{FhGi — FiGs) + Gs(FiG2 — F2G1) 
identisch gleich Null sind, wie man durch Auflösen der 
Klammern zeigen kann, so folgt aus den Gleichungen (12a.) 

\Fiia/ ^ x) + F^ — y) + F^z^ - z) = 0, 
( -J \Gi{x'-x)+G^-y)+G^z'-z) = 0. 

Bei den Anwendungen wird diese Form für die Glei- 
chungen der Tangente in der Regel am leichtesten aus den 
Gleichungen (5.) herzuleiten sein. Wie in § 152 gezeigt 
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§ 146. Bestiinmang der Tangenten und Nonnalebenen. 669 

werden wird^ stellen die Gleichungen (14.) einzeln die Tan- 
gentialebenen der beiden Flächen 

F{x, y, z) = und ö(x, y, z) = 
im gemeinsamen Punkte P dar; ihre Zusammenstellung 
gibt dann die Schnittlinie dieser beiden Tangentialebenen, 
nämlich die Tangente an die Schnittkurve der beiden 
Flächen im Punkte P. 

Aufgabe 3. Man soll die Ebene bestimmen; welche im 
Kurvenpunkte P mit den Koordinaten Xy y, g auf 3er Kurve 
senkrecht steht 

Auflösung. Die Gleichung einer Ebene, welche durch 
den Punkt P hindurchgeht, ist 
(15.) Äix' — x) + B(y' — y) + Ciz" — z) = 0. 

Damit diese Ebene auf einer Geraden 
a/ = mz^ -f- i^> y' = n-2?' + r 
senkrecht steht, muß nach bekannten Sätzen aus der ana- 
lytischen Geometrie des Raumes 

(16.) *^=C' ^~C 

sein. In dem vorliegenden Falle ist aber die Tangente die 
Gerade^ welche auf der gebuchten Ebene senkrecht stehen 
soll, folglich gehen die Gleichungen (16.) mit Rücksicht auf 
diei Gleichungen (11.) über in 

n(K^\ dx_A dy_B 

^^^^•) dz-C' dz-C' 

so daß man für die gesuchte Ebene die Gleichung 

(17.) (a/ -x)dx + (i/^^ y)dy + {z' — z)dz = , 

oder 

(17a.) (PaÖ3 — F^Oi){af -x) + {F^^Gi — FiQ^)(y' - y) 

+ (F,G2 — F2Oi){z' — z) = 
erhält. Diese Ebene heißt die „Normalebene*' der Raum- 
kurve im Punkte P. 

Eine Kurve im Räume kann auch durch drei Glei- 
chungen von der Form 
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670 § 147. T&iigenteii xmd Konnalebendn; t)biiQgs-Aulg8^»«En. 



(18.) '=m, y=m), ^^fm 

gegeben eem. Auf drei solche Gleichungen wird man z* B- 
göführt, wenn man ans den GleichoDgen (5.) in der früher 
beschriebenen Weiße (Gleichnng (2,) und (3.) in § 145^ die 
Gleichungen 

ableitat, die Funktion x = f^) nach Belieben annimmt 
(z, B. x^t macht) und diesen Wert von x in die Glei- 
chungen (18-) einsetzt. Dann kann man die QlmcJiungt'n 
der Tangente im Kurven punkte P ohne weiteres auf die 
Form 

dt dt di 

und die Gleichung der Normalebene auf die Form 



(17b.) 
briogen* 



(x'-x)f + (|^~y)^^ + C^-.)^?=0 



g 147. 

Übungs- Aufgaben. 

Aufgabe 1. Der Kagel 



(1-) 



a- 0^ c- 



Bcbneidet die Kugel 

(2.) a:^ + y^ + z^ — p^ = 

in einer Raumktirve; man soll die Tangente und die Normal- 
ebene dieser Kurve im Punkte P bestimmen. 
Auflösung. Hier ist _ 



(3.) 


-?+ 






Q = 


^^f 


+ ^- 


folglich 


wird 












(4-) 


* 


2a; 


F2 


= % 
6= 


, Fi = 


2z 



G, =2x, Gi^ly, ^3 = 22, 
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S 147. TangenteiK und Normalebenen; Übxmgs- Aufgaben. 671 
also 



(6.) 






Dies gibt nach Formel Nr. 241 der Tabelle für die 
Tuigente die Gleichungen 

yc»(x^ — a?) ^ c^oV — y) _ o''y(g^ - g) 
^ •■' y«(62 + (?) zx{f? + o«)' — xy{c? — W) ' 

oder 

i c»(<^ — i=»)x(«' — x)= — aW + c^X«' — «), 
<^-) \ ca(aa _ V^iy» _ y) = + 62(c2 + «X«' - «). 

Einfacher findet man ans den Gleichnngen (14.) in 
§146 

(8.) ^ + — p ^— -^' 

(9.) a(*' — x) + y(y' -y) + «(«' — «) = 0. 

Addiert man noch die Gleichung (1.) zu (8w) und die 
Gleichung (2.) zu (9.), so erhält man 

(10) ^+i^_??:^=o 

(11.) «r' + »y' + ««'-(^ = 0. 

Daraus folgen für die Tangente noch die Gleichungen 
I c»(Ä» — aa)xa:' = aW + c^««' — aV«»», 
^^^^ |ca(a» — 6!«)yy' = 6^o' + <^)««' — Ä^cZp'*. 

Aus den Gleichungen (5.) folgt sodann nach Formel 
Nr. 242 der Tabelle für die NormiJebene die Gleichung 

^(6> + c»)(a/-x)-g(c3 + aW-y) 
oder 
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672 § 147. Tangenten und Normalebenen; Übongs- Aufgaben. 

(13.) ahfz{V + c2) (a/ - a;) - Vzx{(? + a^){y' — y) 

— (?xy{d? — h^{g' — z) = 0, 
od^r 

(13a.) a\lfi + (?)yzQ[f — h\(? + a^xy" — (?{a^ — h^t^ = 0. 
Die Normalebenen gehen daher sämtlich durch den 
Nullpunkt. 

Aufgabe 2. Die gemeine Schraubenlinie hat die Qtlei- 
chungen 

(14.) x3 + y2_a2 = 0, y-xtg(J) = 0, 

oder 

(14ia.) x = aco8g>, y = a8ing>, z = cq); 

man soll die Tangente und die Normalebene im Kurven- 
punkte P bestimmen. 

Auflösung. Hier ist 
(15.) F = a? + y^-a^ G = y-^tg(0, 

folglich wird 
(16.) Fi = 2xj F2 = 2y, i^3 = 0; 

(17.) Gi = -tg(J), 02=1, G3 = -|[l+tg^(J)J, 
oder mit Rücksicht auf die Gleichungen (14.) 
(17a.) öi = -|, 02=1, Ö8 = _^(l+0=- 
Dies gibt 



ex 



(18.) 



cx 

„ ^ ^ XV 2a^x 2a? 

cx c 

F1G2 — F2G1 = 2x + ^^ = ^^ = ^^=^ 

X X cx 



Die Gleichungen der Tangente sind daher nach Formel 
Nr. 241 der Tabelle 



oder 



cx{xf — x) cx{y' — y) cx{zf — z ) 

20^ ~ 202^ ~ 2a^c ' 
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§ 147. Tangenten and Nonnalebenen; Übnngs- Aufgaben. 673 

(19.) x'-x==-^{e'-z), y>-y = 'i{z'-z). 
c c 

Die Gleichnng der Normalebene wird nach Formel 
Nr. 242 der Tabelle 

^ (a/ — x) 4- — r (y' — y) + — — («' — 2^) = , 



ex ex ^ ^ ex 

oder 

(20.) j^ar'-a;) — a^y' — y)-c(£r' — 2r) = 0, 

oder 

(20a.) yxf — Qcy' — eiz' — z) = 0. 

Weit einfacher findet man diese Resultate, wenn man 

von den Gleichungen (14 a.) ausgeht, aus welchen sich ohne 

weiteres 

^..dx dy dz 

(21.) ^ = -a8m9.^ y, ^=««0.9. = «, ^ = c 

ergibt Deshalb erh&lt man aus Formel Nr. 241 a der Ta- 
belle für die Gleichungen der Tangente in Übereinstimmung 
mit den Gleichungen (19.) 

(22.) -^izi^yl^zy^^zzi 

y X c 

und nach Formel Nr. 242 a der Tabelle fär die Gleichung 
der Normal^ene in Übereinstimmung mit Gleichung (20.) 
(23.) -y{a/-x) + x(j/-y) + e{z^-z) = 0, 

oder 

xy^ — yz' + c(r—z) = 0. 

Dabei ist noch 

(24.) de^ = ds^ + dy^ + dz» = {a^ + c^gf^ , 

also 



(26.) 



dx asino) ^ dy acoso) 

cosa = -T- = — -7==^» cos/? = -— = ,. =f 

rfif c 

^^~di~yW+^' 



Der Winkd y, d. A. die Neigung der Tangente gegen 
die Z" Achse, ist konstant. Deshalb ist auch die Neigung 
der Tangente gegen die XF- Ebene konstant 

Ki«p«Tt, I>ilf«ronllU-B*ohaiiiic. 48 
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V 

074 § 147. Tangenten nnd Nonnalebenen ; Übungs« Aufgaben. 

Aufgabe 3. Die Kugel 
(26.) a? + y^ + gf^ — a^^O 

wird von dem Zylinder 
(27.) a? — ax + y^^O 

durchbohrt (vgl Fig. 156 auf Seite 693); man soll die Tan- 
gente und die Normalebene der Schnittkarve im Punkte P 
mit den Koordinaten x, y, bestimmen, 

Auf ifeung. Hier ist 
(28.) F^a? + y^ + z^ — a?, G^s? — ax + f, 
folglich wird 

\Fi^2x, F2^2y, Fs^2z, 

^^^•^ 101 = 2«— a, Ö2=2y, ös = 0, 

also 

JP2Ö8 — ^802 = — ^yzj 
(30.) FsOi — FiGs = 4x2r — 2az, 

Fi02 — F2<h^ ^ — 4ay + 2ya = 2ay ; 
dies gibt nach Formel Nr. 241 der Tabelle für die Tangente 
die (jj-leichongen 

a/ — X i/ — y ^ — z 



(3t.) 
oder 



2yz «(2a: — a) 



ay 



32.) 



a(ctf — x)^ — 2z{zf — z\ 
W]M — y) = (2a; — a)2?(£r' — z\ 
Die Gleichung der Normalebene wird nach Formel 
Nr. 242 der Tabelle 

(33.) ;fZ{oi^ _ x) — (2a; — a)e(y' — y) — ay{zf — z) = 0, 
oder 
33a.) 2y«a;^ — (2a; — a^zy" — ayz" = 0. 

Noch einfacher findet man diese Resultate, wenn man 

(34.) ^ = ^ (1 + cos^)) = acos^^^^^ 

setzt; dann folgt aus Gleichung (27.) 

(36.) y = 2 si^^ = ^^^^ W^^^G) 
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§ 148. Schmiegangsebene, Haaptnormale und BinonnaXe. 675 

Dnd aus Gleichtmg (26.) 

(36.) z -= asinQ. 

Dad .^ch erhält man 
^„. dx a . dy a dz a /ff\ 

<37) 3^ = -2»»?'. ^- = 2*^'"' d^ = 2Hi)- 

Dies gibt nach Formel Nr. 241a der Tabelle in Über- 
einstimmang mit den Qleiohongen (81.) fär die Tangente 
die Gleichungen 
(3a) _xl-x^y:-y_ f-z , 



sm9> Qostp 



-d) 



Für die Normalebene findet man in Übereinstimmung 
mit Gleichung (33.) nach Formel Nr. 242a der Tabelle die 
Gleichung 

(39.) — sin^Ka/ — x) + cosg)(j^ — y) + cos(0(0' — 2r)-0, 

oder 

(39a.) ' — o/sin^p + ^cos^ + ^co«(s) = Ö. 



§ 148. 

Schmiegungsebene, Hauptnormale und Binormale. 

(Vgl. die Formel -Tabelle Nr. 248 bis 247.) 
Jede Ebene, welche durch die Tangente der Raum- 
kurve im Punkte P gelegt werden kann, ist eine Tangential' 
d>ene der Kurve in diesem Punkte. Unter allen diesen 
unendlich vielen Tangentialebenen gibt es eine, die sich 
der Kurve im Punkte P am engsten anschmiegt und des- 
halb ff8chmi€ffung8eben&^ genannt wird. Diese Ebene geht 
nicht nur durch die beiden unendlich nahen Punkte P und 
Pi der Baumkurve, sondern noch durch einen dritten un- 
endlich nahen Punkt P2. 

Um die Gleichung der Schmiegungsebene zu finden, 
hehme man an, daß die Raumkurve durch die drei Glei- 
chungen 

48* 
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676 § 148. Scluaiegtiiigsebene, Hanptnormale luid Blnonnale. 

(1.) x^at), y^m), z^m) 

gegeben sei^ und betrachte die Korvenponkte P, Pi» Pa, 
welche den Werten 

zugeordnet sind. Dann wird 

(2.) x^^au), yi-^fm, zi^fm, 

(3.) X2^fl{t2), y2==fJf2)j Z2^Mt2). 

Soll die Ebene mit der Gleichung 

(4.) AaZ + By" +00^ + 0^0 

durch die drei Punkte P, Pi, Pa gehen, so müssen die 
drei Gleichungen 

IÄx +By + Cz +D=-0, 
Axi + Pyi + C^i + 7) - 0, 

gelten. Dadurch kann man die Gleichung der Ebene auf 
die Form 

(6.) Ä{a/-x) + B{y' — y)+C{z'-z)^0 

bringen, wobei x^j yf^ zf die laufenden Koordinaten sind. 

Bezeichnet man jetzt der Kürze wegen Ax + By + 
Cz + D mit P(x, yy z) und beachtet die Gleichungen (1.) 
bis (3.), so wird F{Xy y, z) eine Funktion 0{t) von t. Da- 
durch gehen die Gleichungen (5.) über in 

rP(x, y, z) ^G{i) =0, 
(7.) |P(xi, yi, ^i)=ö(<i) = 0, 

\F{X2, y2, ^2)=Ö{^2) = 0. 

Deshalb gelten auch die Gleichungen 

^^•^ t^ — t ^ ^^ t2 — ti h — t 

Nun ist, wenn man 

t2 — ti^ti — t=^Ji 

setzt und die Formeln Nr. 16 und 82a der Tabelle be- 
achtet, 
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§ 148. Sciliniegimgsebene, Haaptnormale und Binormale. 677 

^^ Ojtx) - g(0 ^ n^ CKt + Jt) - 0{t) ^ dCHt) ^ 
t,—t ti — t jt=o -^ dt 

CKt,) - 0{t ,) __ O itj) — 0( t) ^ 0(t + ^()—20{t +^t) + GKt) 

0(t + 2Jt) — 20{t + -Jf)+ 0{t) _ d^Ojt) 
^ ^fi ~ dp ' 

Die Gleichungen (8.) gehen daher nach Fonnel Nr. 231 
der Tabelle über in 

dö(0 dFjx, y, z) dFdx dF dy dF dz 
' ^^ dt ^ dt '~ dx dt^ dy dt^ dt dt 

and 

(10-) -dT-'^äP+^-dfi-^^W--^ 

Über. Dies gibt, wenn man Gleichung (9.) mit dt und Glei- 
chung (10.) mit dfi multipliziert, 

lÄdx + Bdy +Cdz =0, 
^ '^ [Äd^x + Bdhf + Cd^z = 0. 

Daraus findet man 
^ Ä dyd^z — dg( Py B _ dzd^x — dxd^z 
^^ C ^ dxd^y - dyd^i' C " dxdh/ — dyd^x' 
Setzt man also 

(13.) I dzd^x — dxd^z = Q, 

\ dotxPy — dyd^x '" JJ, 
so kann man 

(14.) Ä^P, B^Q, C^R 

setzen und findet für die Schmiegungsebene die Gleichung 

16.) P(af — x)+ Q{3/ — y) + It(^-z) = 0. 

Die Gerade, in welcher die Normalebene von der 
Schmiegungsebene geschnitten wird, heißt ,,Hauptnorfnale'* ; 
ihre Gleichungen sind also 



*) Mit F ist aofterdem der betrachtete Punkt der Raomkurve 
beeeichnst worden; die beiden Bedeatongen von P dftrfen nicht mit- 
einander Terwechselt werden. 
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% 148. Sähmtegangseb«iie, Hatiptnormale nnd Binonnd*. 

j (35' - x)dx + (/ - yWy -f- (?' — 2)de = 0, 
lP(«'-»)+e(y'-y)-|.Ä(e'-«) =0, 



oder, wenn man y* — y, bezw. sf — x eliminiert, 



(17.) 



oder 



_:. = ?^l:rjR^ry- 



tf~y = 



Pdy -~ Qdx 
Rdx — Pdg 
Pdy ~ Qdx 



i^-z), 



(^-?), 



3f X 



= y* ~y _^ ^ ~: 



Qdz—Rdy Rdx^Pdz Pdy— Qdx 

Die Gerade, welche auf der Sckmiegiiiigsebeae im 
Punkte P senkrecht steht, höUlt ,,Binormaie'* ; ihre GHei- 
chungea haben die Form 

x' — X = rriz' — z)^ 
wobei bekatintlich 



P Q 

sein muß; dies gibt 


, 


(18.) X'-X = |(Z'-Z), y'_y=|{^'_ 


-*), 


oder 




tl^J P Q ^ R ' 





Ea seien wieder a, ß^ y die Winkel, welche die Tan- 
gente im Kurven punkte P mit* den positiven Richtungen 
der Koordinaten -Achsen bildet , dann ist nach Formel 
Nr, 240 der TabeUe 



(200 



dx . dy dz 

ds da da 



Mit a% ß", Y mögop die Winkel beaeichHet werden, 
welche die Binormale mit den positiven Richtungen der 
Koordinaten -Aohsen bildet, dann ist, wenn man 
(21.) p2 + ga _,_ J22 _ jfTj 

setsrt, 
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§ 148. Schmiegangsebene, Haaptnormale und Binormale. 679 
(22.) cosa' = rjy T cos^ = -^j cos-f = — - • 

Jn. m. M. 

Mit af\ ^', -f' mögen die Winkel bezeichnet werden, 
welche die Haaptnormale mit den positiven Sichtungen der 
Koordinaten - Achsen bildet. Um die Kosinusse dieser 
Winkel zu berechnen, beachte man, daß aus Gleichung (15.) 
für 3/ — X -f- dx^ y^ = y + dy, s/ = z + dz unmittelbar 

(23.) Pdx + Qdy + Rdz = 

folgt, und daß mit Rücksicht auf«Gleichung (21.) 

(^.) (Qdz — Rdyf + {Rdx — Pdzf + {Pdy — Qdxf 

=^(I^ + Q^ + IP){da? + df+dz^)—iPdx + Qdy + Rdzf 

= (P^ + Q^ + IP)d8^ = M^d^ 

wird. Deshalb findet man ohne weiteres aus den Glei- 
chungen (17.) 

/o-N ^/ Qdz — Bdy ^. Rdx — Pdz 

(2o.) coso--- ^ jf^ ^ ""^^ - Mds - 

^^^^.. Pdy-Qdx 
''''^^ Mds 



*) Um die Winkel a, /?, ^ zu bestimmen, die eine Gerade g mit 
den Gleichungen 

x=^mz -{- fi, y^nz + v 

mit den positiven Bichtnngen der Koordinaten - Achsen bildet, legt 
mau durch den Nullpunkt die -Gerade ff* parallel zu g\ dann hat g* 
die Gleichungen 

Ist dann P ein beliebiger Punkt mit den Koordinaten x^ y, z 
auf ^, und legt man durch P Ebenen parallel zu den Koordinaten- 
Ebenen, 80 findet man aus dem dadurch entstehenden Parallelepipedon, 
dessen Diagonale OP = r ist, 

XX tnz m 

cosa «B - = . 



und in ähnlicher Weise 

« 1 

cos /?=--= :, cosy = —====. 

Vwa + nS + l Vm«4-n«-fl 
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680 § 149. Krömmangskreis, Konüngenzwinkel, Torsionswinkel. 

§ 149. 

Krümmungskreis und Kontingenzwinkel, Torsionswinkel 
und Halbmesser der zweiten Krümmung. 

(VgL die Forrael-TabeUe Nr. 248 bis 261.) 
Der Kreis, welcher durch drei unendlich nahe Punkte 
P^ Pi, P2 der Raumkurve hindurchgeht, wird auch hier 
jfKrümmtingskrei^*' genannt 

Die Gleichungen eines Kreises im Räume sind be- 
kanntlich % 

(L) Aix' - g) + B{j/ -7,)+ C(z^ - - 0, 

(2.) {x'_g)2 + (y/_,)2 + (e'_f)2_^2 = 0. 

Dabei stellt Gleichung (1.) die Ebene des Kreises dar, und 
GleichuBg (2.) die Gleichung einer Kugel mit dem Halb- 
messer ß, deren Mittelpunkt M die Koordinaten g, 17, ^ hat. 
Der Krümmungskreis hat dann ebenfalls den Mittelpunkt 
J^ und den Halbmesser q. 

Da die Ebene des Kreises mit der Schmiegungsebene, 
welche durch die drei unendlich nahen Punkte P, Pi, P2 
hindurchgeht, zusammenfällt, so wird 

^ = p, ^=Q, C=Ä, 

so daß Gleichung (1.) übergeht in 

(3.) P(a/_g)+Q(j^_,) + i?(^_f) = 0. 

Um auch noch die Größen §, 97, ^ und q zu berechnen, 
bezeichnet man in diesem Falle {x — g)? -f (y — fjf + 
(s — ^f — (f^ mit JP(x, y, g) und betrachtet x, y, z wieder 
ak Funktionen von t.\ Dadurch wird auch P(x, y, z) eine 
Punktion (?(<) von t. 

Damit nun die Kugelfläche durch die drei Punkte 
P, Pi, P2 geht, müssen die drei Gleichungen 
(4.) F(x,y,z) =ö«) =0, 

(5.) F{xu yi, zO = CHh) = 0, 

(60 -F(a:ä, ya, «2) = «(^2) = 

gelten. Daraus folgen wieder (wie in § 148) die Glei- 
chungen 
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§ 148 Krttmmangskreis, Kontingenzwinkel, Torsionswinkel. 681 

(7.) mizm^o und oit^)-m_m-m 

ti 1 12 ti ti — t 

aas denen man, wenn 

verschwindend klein wird, die Gleichangen 

(8.) ^r-"' -^s--" 

findet In dem vorliegenden Falle wird 
2(x-|)| + %-7)| + 2(.-s|-0, 

oder 

(9.) {x-§)dx +{y-v)dy +{z-S)dz^O, 

(10.) (x-g)cPx + (y — fi)dhf + {z — S)d^z + d8^^0. 

Eliminiert man auB diesen Gleichungen {x — §), und 
setzt man wieder 

dycPz — dzcPy = P, dzcPx — dxdPz = Q, 
dxd^ — dyd^x=^R^ 
so erhält man 

(1 1.) B{y — fi) — Q{z — Si + dxde' = 

nnd in ähnlicher Weise 

(12.) ^ P(z-S) — R{x-^) + dyd^^O, 

(13.) Q(x — g) _ P(y - ,) + rf^£fa2 _ , 

oder 

(14.) P(y - 17) = Q(x^- §) + dzd^, 

(15.) p(^ _ ^ = i2(a. — g) — dyd^. 

Da die Schmiegongsebene gleichfalls durch den Punkt 
P hindurchgeht, so wird 

(16.) P{x-§i+ Q{y-n) + lt(z-^) = 0. 

Hieraus findet man durch Einsetzen der Werte von 
y — jy und z — f aus den Gleichungen (14.) und (16.) 
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17.) (Pa + Q2 + Äa)(x - g) = (Rdy - Qdz)d^, 

oder, wenn man P* + Q* + Ä^ wieder mit M* bezeichnet, 

(18-) X — §- jg^ 

In derselben Weise findet man 

„q. ^^ ^ {Pdz-Rdx)ds^ ^ . (Qdx-Pdy)d^ . 
(19.) y — j;^ jp , « — f jp , 

folglich wird mit Rücksicht auf Gleichnng (24.) in § 148 

(20.) p»«(x-g)2 + '(y-i,)2 + (*-0» = :^ = ^, 

oder 

(21.) <»-±^- 

In dieser Formel ist auch der Aasdruck für den 
Erümmongshalbmesser q bei einer ebenen Kurve als be- 
sonderer Fall enthalten; denn bei einer ebenen Kurve in der 
jr- Ebene wird 

^ == 0, also auch dz = 0, eP^r = 0, 
deshalb werden auch P und Q gleich Null und Gleichung 
(21.) geht über in 



R -^ dxdh/ — dyd^x 
Den Wert von ^, auf den es besonders ankommt, kann 
man auch für Raumkurven mit Hilfe des Kontingenzwinkels 
dB finden, den zwei unendlich nahe Tangenten miteinander 
bilden. Es seien wieder a, ^, y die Winkel, welche die 
Tangente im Kurvenpimkte P mit den positiven Richtungen 
der Koordinaten -Achsen bildet Diese Winkel mögen in 
a'\' da^ ß + dßj 7 + dy übergehen, wenn t in t + dt über- 
geht, um den Winkel de zu berechnen, lege man durch 
den Nullpunkt zwei Gerade OT und 
OTi von der Länge 1, die zu den bei- 
den Tangenten parallel sind und des- 
halb ebenfalls den Winkel de mitein- 
ander büden (Fig. 164). Gemessen 
wird dann der Winkel de durch den 
unendlich kleinen Kreisbogen TTi, der 
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wieder durch die unendlich kleine Gerade TTi ersetzt wer- 
den kann. Dabei hat der Punkt T die Koordinaten coso, 
C08/9, cos/, und T\ hat die Koordinaten 

Icos(a 4- da) =» cosa + d(cosa), 
cosO? + d/9) = cos/9 + i(co8/9), 
co8(7 + ^7) = ^^87 + d(co87). 
Deshalb wird 
(23.) TTi = [d(cosa)]2 + |d(co8/8)]2 -f- [d(co87)]a = d^. 
Dabei ist 

,24.) (i(c««-.(D=*a!^*^, 

Aus 

folgt sodann durch Differentiation 

(26.) dsd^s — dxePx + dyd^ + d^tPz, 

also 

dsidsd^x—dxd^s) « dx^ePa: + dy^d^x + dz^cPx 

— dx^d^x— dxdyd^ — dxdzd^z 

= — dy(dxd^—dyd^x) + dz{dzd^x—dxd^z), 

oder 

(26.) dsidsd^x — dxd^a) = Qdz — Rdy, 

und dementsprechend 

(27.) d9{dsd:hf — dydJ^a) = Rdx — Pdz, 

(2a) daidsd^z — dzd^s) = Prfy — Q*r. 

Deshalb geht Gleichung (23.) über in 
d^.d^^ {Qdz—Rdyf + (Rdx—Pdäf +(Pdy— Qdxf 

- (P^+Q^+R^ißo^+dy^-itdz^—iPdx+Qdy+Rdzf 

also 
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Man kann diesen Ausdruck noch auf eine etwas an- 
dere Form bringen. Aus den Gleichungen (23.) und (24.) 
folgt nämlich 
(30.) d^.dg^^ d^[{d?xf + {d^yf + {dhf\ 

— 2d8d?s{dxd^x + dydJhf + dzd^z) 
+ {dJ'sfida? + dy' + dz\ 
oder, da 

da? + dy* + dz^ = d^, dxcPx + dydh/ + dzd^z = dad^s 
ist, 

(31.) d^.d^^ ds\{fixf + {ßhff + {ß?zf\ 

— 2d9^{d?df + ds^(cPsf, 
oder 

(^2'* te; = 7d^ =^* 

\di) 

Den 'Ausdruck -;- = -- nennt man die erste Krtini- 
ds Q 

mung, während man unter der zweiten Krümmung die Größe 

ds' 

-j- versteht, wobei der „Tarsianstvinkd** d^ der unendlich 

kleine Winkel ist, den zwei aufeinander folgende Schmie- 
gungsebenen miteinander büden. Da die 6inoi*male auf 
der Schmiegungsebene senkrecht steht, so kann man dhf 
auch als den Winkel erklären, den zwei aufeinander fol- 
gende Binormalen miteinander bilden. Nun seien wieder 
a', ^^ Y die Winkel, welche die Binormale im Kurven - 
punkte P mit den positiven Richtungen der Koordinaten- 
Achsen bildet. Diese Winkel mögen in ö' -f dof^ ^ + dj^^ 
Y -V dy* übergehen , wenn t in f + ^^ übergeht, um den 
Y\%, 166. Torsionswinkel dhf zu berechnen, legt 

f*^ man jetzt wieder durch den Nullpunkt 

die beiden Geraden OB und 0B\ von 
der Länge 1. die zu den beiden Bi- 
normalen parallel sind und deshalb 
ebenfalls den Winkel d^ miteinander 
bilden (Fig. 155). Gemessen wird dann 
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der Winkel d^ durch den unendlich kleinen Kreisbogen 
jBjBi, der wieder durch die unendlich Jdeine Gerade BB^ 
ersetzt werden kann. Dabei hat der Punkt B die Ko- 
ordinaten 

p O Ä 

(33.) coso' = ^7 » cos/S' = ^ » cos/' = ^7 » 

M. M. M, 

und B\ hat die Koordinaten 

Ico8(a' + ^«0 = coso' + rf(co8aO, 
cosO?' + d/JO = cos^ + d(co8/J0, 
cosO^ + dY) = cos/ + d(co870- 
Deshalb wird t 

(36.) BB^ =- [d(cosa')]2 + [^(cos/^)]» + [d(cos7')]2 = rfc^. 
Dabei ist 

,, . MäP-PdM ,, ^ MdQ-QdM 
rf(cosaO = -^ö^ » d(cos/JO = ^^j^2^^^^ — ' 

., ., MdR — RdU 
d(co87') = ^^2 , 

also 

(36.) M\dB'f 

= {MdP—PdMf-^-iMdQ—QdMfMJ^dB—RdMf 

- Jf^dP2 + dQ2 + dija) + (p2 4. Q2 ^. R2)(ßMf 

— 2MdM{PdP + QdQ + RdR). 
Nun ist 

Jf 2 ^ p3 ^ Q2 ^ 223^ also JfdJf = PdP + QdQ + RdR, 
folglich wird 
(37.) M\d^ 

= mdP^ + d<^ + dR^— M\dMf 
= (P2+Q2+iZ2XdP2+dQ2+diP)— (PdP+QdQ+JWÄ? 
= {QdR— RdQf + (JWP— Pdi?)^ + {PdQ — QdPf. 
Dabei ist 
P^dyd?z—dzdhi, Q^dzdhi—doMPz, R=^dxd^—dyd?x, 
dP-^dycPz — dz^, dQ^dzdhi — dx^z, dR^dxdN/ — dydhc^ 

QdR — RdQ = dxiPd^x + QdN/ + Rd^z), 

(3a) I RdP — PdR = dy(PcPx'+ Qd^ + Rd^z), 

PdQ — QdP = dz{Pd^x + Q(Py + Rd^z). 
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Deshalb geht Gleichung (37.) über in 

und man erhält 

.00^ ^ _ P^^ + Q^y + i^^ 

^"^^'^ ds " F^ + Q'^ + B^ 

Satz. Die Kurve ist eben, wenn für alle Punkte der 
Kurve 

(40.) Pd^x + Qdfhf + Rd^z == 

t^^ Denn unter dieser Voraussetzung fallen je zwei auf- 
einander folgende Schmieg^ngsebenen zusammen. 

SetTt man 
,.,, de l , , P3+g3 + J23 

t*^' ~d^^V' ^^'^ ^ =Pä%TÖdVfÄd8-^' 
so heißt Q^ der Halbmesser der zweiten Krümmung. 



§ 150. 

Schmiegungskugel. 

(Vgl. die Formel-TabeUe Nr. 252.) 
Durch vier aufeinander folgende Punkte P, Pi, Pj, 
Pa der Kaumkurve kann man eine Kugel legen, welche die 
„ScIifniegungskugeV^ oder „Oskulationskugel** genannt wird 
und die Gleichung 

(1.) ix' - ^"f + ii/ — ft? + {z^ -5"? -f^ = 

haben möge. Um die vier Größen g', ifj J', r zu ermitteln, 
beachte man, daß Gleichung (1.) für die Koordinaten der 
Punkte P, Pi, Pa, Ps befriedigt werden muß; d. h. es 
gelten nach den Ausführungen im vorhergehenden Para- 
graphen die Gleichungen 

(2,) P(x, y, z) = (x-gf + (y _,/)2 + (^_^2_^ _ 0, 
(3.) dP(x, y, z) - 2[(a: - gO^x + (j,-ff)dy+ (z-S^lz] « 0, 
(4.) d^F(x, y, ^) « 

2[{x—§')d'x+(y—fi')d'-y+{z—S')d!^e+d8^ « 0, 
(5.) d»P(a:,y,0) = 

2[(x—^')cPx+{y—ff)d^+(z—5')d^z + Bdsd'8] » 0. 
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Multipliziert maa Oleiclmng (3.) mit d^d^z — dl^zdh/^ 
Gleichung (4.) mit d^dz — d^zdy und Gleichung (6.) mit 
dydPz — dzdJhf^ so ergibt sich durch Addition dieser drei 
Gleichungen 
(6.) (x — g){PtPx+Qdf^ + Bd^z) + (df^fdz — €Pzdy)d^ 

+ SPdstPs -= 0, 
oder 

, ds^.dP — 3Pdsd?8 
^^•^ ^ ^ ^Pd^x+Qd^ + BO'z' 

In ähnlicher Weise findet man 

ds^.dQ — SQdsO^s 



(8.) «-1?' = 

(9.) z-S^^ 



Pd^x + Qdhf + Rd^z 
ds^.dR — ^RdsdPs 



Daraus folgt 

(10.) (PcPx+Qd8y + -Bd8«)^ = (£i^.rfP — SP^fceP*)^ 

+ (d^^ d g — 3 qdsd^s^ + (^ . dÄ — ^Rdsd^sf. 

Diesen Ausdruck kann man noch auf eine etwas ein- 
fachere Form bringen. Es war nämlich * 

coscr = ^ und (> = -^ » 

folglich ist 

,,,, cosö' P ,/cosa'\ ds^.dP — ZPdsd^a 

(11.) -^ = ^. ^-T~/^ d^ ' 

deshalb geht Gleichung (10.) über in 

Ferner ist 

^~2f' ^ ^PePx + Qrf^y + ÄePz' 
also 

(13.) <>2p' «__-_____ ; 

deshalb kann man Gleichung (12.) auf die Form 
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w 



.l<T)H<¥)H<r^ 



(12a.) r2 = (iV ^ 

bringen. Dabei ist 

,/C08a'\ Qd(cos€^) — coso^ . dQ 

\ / e^ 

folglich wird 

= e2{[rf(co8aO]2 + [d(co8/J0P + lrf(co87')]2} 

— 2(M^[C06a'{2(C0S€^) + C0Bß^d{C08ß^ + CO87'rf(cO870] 

+ dp*(co8V + cos^/9' + cüsV). 

Nun ist aber nach Formel Nr. 250 der Tabelle 

(16.) [dicosaj + [d(cos/n? + WcosrOP = (*^' £ = ^^ 

und außerdem ist 

(16.) cosV + cos2^ + cosy == 1, 

also 

cosa'df(co8aO + 008/9^(2(008/90 + 0087^^(00870 = 0, 
folglich geht Gleichung (14.) über in 



Ans den Gleichungen (12 a.) und (17.) findet man 
daher 



-^uhm 



.2 



also 

(18.) t^ - (>^ + Q^(^) 

§ 16L 

Obungs- Aufgaben. 

Aufgabe 1. Man soll für die gemeine Schraubenlinie 
mit den Gleichungen 
(1.) X = aco8q>, y « asing), z ^cq> 
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die Schmiegungsebene, die Hauptnormale, die Binormale, 
den Krümmungskreis , den Halbmesser der zweiten Krüm- 
mung und die Schmiegungskugel bestimmen. 

Auflösung. Aus den Q-leichungen (1.) folgt 
(2.) dx ^ — aBvag>dg>, dy « aeosf^, dz => cdq>^ 

(3,) (ftc = — aco89)rfg)2, d'y = — admtpdqi^^ d?z^Q^ 
(4.) dPx = + asmqdqfi^ d^ = — acos^i^^, €Pz =» 0; 
f ol^ch wird 
(6,) ds^ =: dx^ + dy^ + dz^ ^(a^ + c')dqy^, 

IP sr dyd?z — dzd?y = ac8inq>dg;Pj 
Q = dzd?x — dxd^z «= — accos^qfi^ 
Ä -= dxd^y — dyd^x = a?dqfi, 
(7.) M^^P^ + Q^ + IP=^ a\ä? + <?)dg>\ 

(84 Pd^x + QcPy + Ä/Pz — a^cdqf^, 

IQdz — Rdy = — a{a^ + o^cos^d^*, 
Bdx — Pdz^— a{ä? + ca)8in^wi9P*, 
Pdy — Qda; = 0. 
Die Schmiegungsebene hat daher die Gleichung 
(icsitLip{xf — x) — a4^008<jfHj/ — y)-\- c?{s/ — ^) = 0| 
oder mit Rücksicht auf die Gleichungen (1.) 

oder 

aO.) e(ya/ — «yO+aV — «)-0. 

Die Hauptnormale hat nach Formel Nr. 244 der 
Tabelle die Gleichungen 

X y ' 

oder 

(11.) ya^-a^-O, ä' — ;5-0; 

dies gibt 

Säte 1. Die Hauptnannale geht stets durch die Achse 
der Schraubenlinie und ist parallel zur XY-Ebene. 

Dieser Satz wird auch bestätigt durch die Berechnung 
der Winkel af\ ff\ y"^ welche die Hauptnormale mit den 

Kitptrt. Differontiftl-RMluiafig. 44 
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positiven Richtungen der Koordinaten -Achsen bildet, denn 
es wird nach Formel Nr. 247 der Tabelle 

_ Qdz — Rdy __ a(a^ + c^)cosq> 

~ Mds a{a^ + (?) 

Rdx — Pdz ala^ + (P)Bvaw 

= — sin^, 



(12.) 



cosa" 



== — cosgD, 



Mds 



a{a? + c^ 



cos 



.,_ Pdy-Q dx 
^ ~ Mds ■" "• 



Die Binormale hat nach Formet Nr. 245 der Tabelle 
die Gleichung 

j/ — X j/ — y zf — z 



oder 
(13.) 



acsm9> — occos^) a^ 

a/^— X yf — y zf — z 



cy ex a^ 

Die Winkel a', ^, /, die sie mit den Koordinaten- 
Achsen bildet, werden bestimmt durch die Gleichungen 



(14.) 



COSÖ' = ^^ = , ^ ) 

^ aVa^ + tP 

a, Q CX 

M aVa^ + (? 

R a 

cosy = -^ = 



Der Winkel y* ist also konstant; dies gibt 
Satz 2. Die Neigung der Binormale gegen die Z- Achse 
und deshalb auch gegen die XY-Ebene ist konstant. 
Femer ist 

a2 + c2 



(15.) e = + j^- = ± 



d^ • , (a2 4- c^Y^ + ^ 



+ 



aVd^ + c^ -^ a 

Daraus folgt 

Satz 3. Der Halbmesser der ersten Krümmung ist 
konstant. 

Daraus folgt weiter 

(16.) 1^ = und deshalb auch ^ = 0. 

' d^ ds 
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Satz 4. Auch der Halbmesser der zweiten Krümmung 
ist konstant, denn es wird nach Formel Nr. 250 der Tabelle 
^7^ ^1 _ aHa^ + c^) a^ + c^ 

^^ -^ ^ " Pdh: + Qd^y + lid^z a^-c " c ' 

Endlich ist nach Formel Nr. 252 der Tabelle 

-« = (.« + o-(gy=o*, 

also 

a^ + c^ 

(18.) r = p=— 2: 

a 

Dies gibt 

Satz 5. Die Schmiegungskugd hat densdben Haäh 
messer und deshalb auch densdben Mittdpunkt wie der 
Krümmungskreis, 

Schließlich wird nach Formel Nr. 248 der Tabelle 

^/ ^ . (Qd^ — Rdy)ds^ (a« + e«)«acos9 

' Jf 2 ^ a\a^ + c^ 

^ , {Rdx — Pdz)ds^ {a^ + c^)^a^iTifp 
9' = ^ = y+ ^^ ^asin^) a\a^ + c^) ' 

oder 

(19.) §' = I = — - co89>, 1?' = »? = — ^ingp, i:'=J = cgp. 
a a 

Man erhält also 

Satz 6. Der Mittdpunkt der Schmiegungskugd, der 
mit dem Mittdpunkt des Krümmungskreises zusammen fäilt, 
beschreibt uneder eine Schraubenlinie, die aus der Ursprung- 

c^ 

lic?ien entsteht, indem man a mit vertauscht. 

a 

Aufgabe 2. Man soll für die Raumkurve dritten Grades 
mit den G-leichnngen 

(20.) x==t, y = L, e^^. 

die beiden Krümmungshalbmesser, den Halbmesser der 
Schmiegmigskugel und die Krümmungsmittelpunktskurve 
ermitteln. 

44* 
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Auflösung. Hier ist 
(21.) dx = dt, dy = tdt, dt^tHt, 

(22.) rf2x = 0, d^^dt», d*z = 2tdt; 

(23.) «Px = 0, e% = 0, d8« = 2<ft8, 

folglich, wird 

(24.) ds* = dx» + dy* + de* = (<< + «« + l)dt', 

(25.) P = <«<«8, Q = — 2<<«8, i2 = <«9, 

(26.) 3f « = P« + Q« + Ä« = (<* + 4<« + 1)<««, 

(27.) P<Px + Qd8y ^ jjd8^ „ 2<ß« , 

f Qd« — Bdy = (— 2<8 — <)Ä*, 
(28.) < JWx - Pd« =n (— <* + l)rf/*, 

l Pdy — Qd« = (<» + 2f)Ä*. 

Dies gibt 

(29.) (?' = 5-« = <*+««+i' ^=^ yw+w+1 — 

dg 2(<< + <" + 1)'<(4<» + 21<* + 12<' — 1) 

/^\«_ it* + t^ + l)<«(4<o -f- 2lt* + 12<g — D« 
\dt)~ (H + ^f + if 

"^ ^ ^^ \ds/ t* + At' + l 

ift ^ 4f« _|_ i)«<»(4f» + 21<* + 12<* — 1)* 
"^ 4(<* + 4<« + l)» 

oder 

4(<^ + <» + 1)9 + mtf^ + 2it^ + m» - 1)« 

Schließlich wird 

_ {Qdz — Rdy)ds* &fi + t){f- + <« + !) 

* ^"" U* "" <* + 4<»+l 

( Jgffa; — Pdz)i8* (f* — l){t* + <" + 1) 

y ^- M^ ^ <4 4.4<2 4-i 

_ /• _ iPdy--Qdx)ds* _ — «« + 2<)«* + < *+!) 
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§ 151. Krnmmiingslialbmesser u. Schmiegnngskiigel; Übnngs-Aufg. 693 
folglich wird 



— 2^7 _ 2<6 -4- ^ 

(32.) §= f^ ./. T^ > ^ = 



.2^_^6^4^^3^s^2 



4^7 ^ 13^6 .j. ictfs ^ 6^ 
5 3(/4 ^ 4f« ^ 1) 

Aufgabe 3. Man soll von der sfMHachea Lemniskate 
mit den Gleichungen 

(33.) x* + y« + 2r« — a« = und x^ + y^ — ax^O 
die Schmiegongsebene, 
die beiden Krümmungs- 
halbmesser und den Halb- 
messer der Schmiegungs- 
kagel ermitteln. 

Auflösung. Setzt 
man hier wieder wie in 
§147 

ar^^a + cosy), 



(34.) 



y«=-sm9P, 




^ = asin(|), 

so findet man, wenn man g> = 2t setzt, 

(34a.) X = ö[l + cos(2<)] = acos**, y = ^8in(2t), z «» asinf , 

(36.) dz= — aBin(2t)dt, dy = acot(^)dt, dz^aMostdt, 
(36.) dh!=— 2acos(2t)dt*, d'y=— 2asin(2<)<tt«, d«« = — osin**««, 
(37.) dPx= +4asin(2<)d<», rfSy— — 4aco8(20Ä», <i»« =— ooo8<<«», 
folglich wird 
(38.) d»« = dx« + dy« + de« = a^l + coaH)dt\ 

P = a«[— co8(2<)8in< + 2«in(2«)cos«]Ä» 

= o«8in<(l + 2oo8«t)e«», 

Q = of— 2co8(2<)co8< — 8in(208in<]d<» = — 2a«co88<Ä*, 

R = 2a«[8in»(2<) + co8«(2<)]<«» = 2aW, 



(39.) 
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(40,) JW» - ps + Q^ -h i?a = (£\5 + Hcos^t)di% 

(ih) Pd^x + Qd^y + Bd^B = Sa^ostät^. 

Dies gibt für die Gleichung der Schmieguiigsebene 
(420 (3/ — x)siDf(l + 2cos^^) — %y' — y)m^t + 2(^^ — j) =. 0, 

Aus den Gleichungen (34.) und (34 a.) folgt abör 

(43.) cos^^ = -t Bint — - f cosf = -» 

a a z 

(44-) y^ = ax~ x^ ^ {a—x)x, ^^ =^ a^—x^—y^ = a{n — x), 

folglich geht Gleichung (42.) über in 

(45.) (a/ — x)z\a + %x) ~ 2(^ - y)aa^ + 2a^^^^ — z}^Q. 

Dabei ist aber 

— xzHa + 2x) + 2ax^» — 2a%2 ^ aH^x — a}{x + 2ä), 

folglich hat die Schmiegungsebene die Gleichung 

(46.) (x— ä){2x -f a>r' + %s^—%ms'— a{x — u){x + 2a) = 0, 

Ferner ist . 

d^ _ a\\-\' cösHf _ {a + xf 
ba + 3x 



(47.) 
also 



<>' = 



(4a) 

(49.) 

(50.) 

'(&1.) P' 



«•d( = 



M* 6 + 3cos2( 

. (g -K a;)T/o + x ^ 
~ yba + 3x 
6a'8in f coB^(l + co8^)'( 2 + co&'t) 
{5 + 3008*^)*^ 



\ds) 



(5 + 3cos*0' 

a(5 + 3cos'^) 



(6o+3js)e 



oder 

(62.) r = a. 

Dieses Resultat war zu erwarten, denn nach den Glei- 
chungen (33.) geht ja die Kugel mit dem Halbmesser a 
durch alle Punkte der Kurvts hindurch. 
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§ 152. TaDgenteD, Tangentialebenen und Normalen. 695 
§ 152. 

Tangenten, Tangentialebenen und Normalen 
an eine beliebige krumme Fläche. 

(Vgl. die Formel -Tabelle Nr. 253 bis 255.) 
Erklärung. Eine go-ade Linie heifit eine Tangente der 
Fläche 

(1.) F{x, y, ä) = oder z = f{x, y), 

im Flächenpunkte P, wenn sie durch diesen Funkt hindurch- 
geht, und ein zweiter Schnittpunkt der Geraden mit der 
Fläche dem Punkte P unendlich nahe rückt. 

Aufgabe 1. Man soll die Bedingangen finden, unter 
denen die Gerade 

(2.) x' «=» mz^ + //, j/ = nz^ + V 

eine Tangente der Fläche 

^ = f(^y y) 
im Flächenpunkte P mit den Koordinaten x^ y, z ist. 

Auflösung. Die laufenden Koordinaten der geraden 
Linie sind mit 2/, y^, zf bezeichnet worden, weil x^ y^ z die 
Koordinaten des Berührungspunktes P sind. Damit nun 
die Gerade durch diesen Berührungspunkt P hindurchgeht, 
müssen die Gleichungen ' 
(3.) a; = t?M? + ^, y = n2f + r 

gelten. Daraus folgt 
(4 ) x' — x = nizf — 2?) , yf — y = n(0' — z). 

Irgendein Flächenpunkt P\ welcher dem Punkte P 
benachbart ist, hat die Koordinaten 
(5.) x' = o; +.yx, y = y+^y, ^ = ^ +-^^ = ({x-^-Jx, y+Jy\ 
wobei noch ^x und ^y ganz beliebig und voneinander un- 
abhängig sind. Damit nun die Gerade auch durch diesen 
Punkt P^ hindurchgeht, müssen die Gleichungen 
(6.) Jx = mJz und Jy = nJz 

befriedigt werden. 

Läßt man jetzt Jx und Jy unendlich klein werden, 
indem man sie bezw.. durch dx und dy ersetzt, so rückt 
der Punkt P' dem Punkte P unendlich nahe. Dann wird 
auch Jz unendlich klein, und zwar geht Jz über in 
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696 § 152. Tangen ten, Tangentialebenen und ^orm&len. 

Dadurch nehmen die Gleichungen (6*) die Form an 

Dies gibt 
Iß) (».f|_l)dx + m|dy = 0, 

(9.) «|dx + («|-l)dy = 0. 

dz 
Multipliziert man Gleichung (8.) mit n -^ i Gleichung 

dz 
(9,) mit 1 — w» 3— 7 80 erhält man durch Addition tmd Fort- 
ox 

laesung des Faktors dy 

Ist diese Bedingung erfüllt, so ist die Gerade 
fl/ — ap = fn(«' — £?), y' — y = n{z^ — z) 
eine Tangente der Fläche im Punkte P. 

Wenn die Gleichung der Fläche in der Form 
F{x, y, z) = 
gegeben ist, so erhält man nach Formel Nr. 237 der Tabelle 

^ ^^ dx^ Fs' dy" Fs' 

Deshalb geht Gleichung (10.) über in 
(12.) Fim + Pan + JPg = 0. 

Aufsabe 2. Die Gleichung einer krummen Fläche sei 
wieder 

(13.) F{a^ y, z) = 0, oder z = f{x, y)\ 

man soll den geometrischen Ort aller Tangenten im Flächen- 
pankte P mit den Koordinaten x^ y, z bestimmen. 

Auflösung. Da in Aufgabe 1 die Größen dx und dy 
Toneinander unabhängig sind, so gibt es unendlich viele 
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§ 152. Tangenten, Tangentialebenen und Normalen. 697 

Tangenten der Fläche im Punkte P. Davon kann man 
sich auch dadurch überzeugen, JlaJJ man in den Glei- 
chungen (10.) und (12.) den Wert von m noch beliebig an- 
nehmen und dann den Wert von n aus dieser Gleichung 
berechnen kann. £s wird nämlich 

1-m — 

^^^^ dz F2 

dy 
Seist man diesen Wert von n;in die Gleichungen (4.) 
ein, so erhält man 

(16.) a/-ar = «i(y-«), |?(j^_y) ='(l _ «|i)(^_^), 

oder 

(16a.) i^f—X'^niz'—z), F^y'—y)^—(Fim + F^){z'-z). 

Diese Gleichungen stellen also eine Tangente im 
Flächenpankte P dar, welchen Wert auch m haben mag. 
Eliminiert man jetzt aus diesen beiden Gleichungen m, so 
erhält man 

oder 

(16a.) Pi(x' — a?) + F2{y' — y) + F^si' — z) = 0. 

Dies sind zwei verschiedene Formen für die Glei- 
chung einer Ebene , in welcher alle Tangenten liegen, die 
im Punkte P an die Fläche möglich sind. Man nennt diese 
Ebene daher die y,T(mgentidldi€ne oder Berührungs^ene 
der Fläche im Punkte P''. 

Die Gleichung der Tangentialebene wird illusorisch, 
wenn 
(17.) ^i«0, P2 = 0, P3 = 0. 

In diesem Falle, welcher allerdings nur ausnahmsweise 
eintreten kann, liegen die Tangenten des Flächenpunktes P 
nicht mehr sämtlich in derselben Ebene. 

So hat z. B. die Spitze des Kegels mit der Glei- 
chung 
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nx,y,^) = '^,+^,-'^ = 



(18.) 

die Koordinateu 

(19.) « = 0, sr-0, ^ = 0; 

für diese Werte von x, y, s wird aber auch 

(20.) F,~^^,^0, F^ = l^ = 0, Fs = -^ = 0. 

ö" ö* c" 

Man nennt einen Punkt der Fläche, für welclien die 
Gleichungen (17.) gelten, ^ einen Knot€9ipunkt^\ 

Die Gerade j welche auf der Tangential^^bene ijb Be- 
rührungspunkte P senkrecht steht, heißt ,,2ionnale'^ der 
Fläche, ilii^e Gleichungen sind^ wie aus Gleichung (IG.) 
und (16 a.} unmittelhar liervorgeht, 

oder 

(22.) 



Fy F^ 



§ 153. 

übungs- Aufgaben. 

Aufgabe 1. Ein EUipsoid ist durch die Gleichung 



(1.) 



a^ b^ c* 



gegeben; man soll im Flächenpunkte P mit den Koordi- 
naten x^ y^ z die Tangentialebene und die Normale be- 
stimmen. 

Auflösung. Hier ist 

ä ä £ 



*2x 



2y 



"Z^ 



also 

deshalb wird nach Formel Nr. 254 der Tabelle die Glei- 
chung der Tangentialebt^ne 



^i="iä* ^a^ A2' ^a = ^; 
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§ 15S. Tangentialebeoen und Nonnalen; Übungs-Anfgaben. 699 

m\ xjx' — x) , y(y —y) , zjz' — z) 

(3-) ^^- + — j2 + -^— = 0, 

oder, wenn man die Gleichungen (1.) und (3.) addiert, 
(4.) ^4.l^4.f!l_l-0 

^*-' ^2 + 52 + ^8 i - ^• 

Die Gleichungen der Normalen sind nach Formel 
Nr. 255 der Tabelle 

(6) a\^ — x, ^ hH3/-y) c^z'-z) 

X y z ^ 

Aufgabe 2. Ein eUiptisches Paraholoid ist durch die 
Gleichung 

(6.) x^ + a V — 2p-? = 

gegeben; man soll im Fiächenpunkte P mit den Koordi- 
naten x, y^ z die Tangentialebene und die Normale be- 
stimmen. 

Auflösung. Hier ist 

F(x^ y, 0) == x« + ahf^ — 2pz, 
also 

(7.) Fi = 2x, JP2 = 2aV, -^'3 = — 2p, 

deshalb wird nach Formel Nr. 254 der Tabelle die Glei- 
chung der Tangentialebene 
(8.) x{a/^x) + ah/iy* -y)- p{z^ - ^) = 0, 

oder, wenn man die Gleichungen (6.) und (8.) addiert, 
(9.) x^ + ahnf — pizf + 2?) = 0. 

Ist z. B. 

a: = 3a, y = 4, also 2p^ = %a^ + loa« = 25««, 
so geht Gleichung (9.) über in 
(9 a.) 600:' + 8ay = Ipzf + 26a^ 

Die Gleichungen der Normalen sind nach Formel 
Nr. 255 der Tabelle 

(10.) ^:z:^ = ?^ = _^-^^ 

^ ' X ah/ p 
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700 § 154. Krümmang der Flächen. 

§ 164. 

Krümmung der Flächen. 

(Vgl. die Formel- TabeUe Nr. 266 bis 262.) 
Ist eine Fläclie durch die GleiclitiDg 

(1.) ^ = A«, y) 

gegeben, so möge der Kärze wegen 

gesetzt werden. Da durch jeden Punkt P der Fläche un- 
endlich viele Kurven gehen, so kann man sich die Auf- 
gabe stellen, die Krümmung aller dieser Kurven im Punkte 
P zu ermitteln. Dabei liegt aber der Ejrümmungskreis in 
der Schmiegungsebene ; deshalb haben alle Kurven, die auf 
der Flache liegen, durch den Flächenpunkt P gehen und 
dieselbe Schmiegungsebene in diesem Punkte haben, die- 
selbe Krfimmung. Es genügt daher, die Krümmung aller 
Aenen Kurven zu untersuchen, welche aus der Fläche von 
einer durch den Punkt P gelegten Ebene ausgeschnitten 
werden. Eine solche ebene Schnittkurve möge der Kürze 
wegen in dem folgenden „Schnitt^^ genannt werden. 
Die Gleichungen des Schnittes seien 

(3.) z'^fia^,!/), Ä{a/-x) + B{i/-^y) + C{z'-e)^0, 
wobei Xj y, z die Koordinaten des betrachteten Flächen- 
punktes P bedeuten, während jf^ y', zf die laufenden Ko- 
ordinaten des Schnittes sind. 

Dann wird nach Formel Nr. 248 der Tabelle 

ifa6 _ (ete> + dy^ + dz^ 
^*-^ ^ "" Jf « ■" P2 + g« + Ä2 ' 

wobei 

(6.) P = dyd^z—dzäSi, Q = dzdhi—dxdH, R = dxdihf—dydho 
war. Da die Ebene des Schnittes durch drei unendlich 
nahe Punkte der Kurve hindurchgeht, gelten die Glei- 
chungen 

(6.) Adx + Bdy -f Cdz = 0, 

(7.) Adh: + Bdh/ + Cd^z = 0. 
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§ 154. Krümmimg der Flächen. 701 

DarauB folgt 
(a) P:A^Q:B=^R:C. 

Dabei ergibt sieb aas Q-leichuDg (1.) 
(9.) dz=^pdx + qdy, 

(10.) dH = dpdx + dqdy + pd^x + qdh/^ 

also 

dzd^z = d^g{pdx + qdy) = dz{dpdx + dqdy +pd^x + qdh/) , 
folglich wird 

dz{dpdx + dqdy) = q{dyd^z — dzd^) — p{dzdh) — dxd^z\ 
oder mit Büc^iebt auf die Qleicbtingen (5.) und (8.) 

dz(dpdx + dqdy) = Pq—Qp = p ^g-^^P ; 
desbalb erbält ms^ 

Adzidpdx 4- clgd^) 



(11.) 






Aq — Bp 
Bdz(dpdx + cf^cly) 



^g — jBp 

^ Cdzldpdx 4- dgdy) 
/t — . 



^g — jBp 
Dabei ist noch 

dp = rdx + sdyj dq = «da; + Wy, 
also 

(12.) dpda; + dqdy -= rdx» + 2sdxdy + tdy^\ 

dies gibt 

(13.) Q 



, (dx« + dy« -h dg^ (il<y — ^p) g 



(il* + 5« + C^){rdx* + 2^dxdy + tdy^)Hz^ 
Femer folgt aus den Gleichungen 
Adx + jBdy + Cdz = und dz = pdx + 5^y 
dx_ J3+Cg rfy_ . ^-I^Cp 



d^ -4g — Bp dz Aq — Bp 

Deshalb geht Gleichung (13.) über in 

(15.) e« = 

[{B + Cqf + (^ + Cp)^ 4- (^g - Jp)T 
(^«+£«+ C^;[r(^+ Cg)2-2^(4 + Cp){B+ Cg)+M+ Q>)']* * 
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702 § 154. Krammung der Flächen. 

Unter den unendlich vielen Ebenen, welche durch den 
Punkt P hindurchgehen, mögen besonders diejenigen be- 
iruulitet werden, welche durch die Normale gehen. Die 
von einer solchen Ebene ausgeschnittene Kurve nennt man 
.tNormalschniW^ Die Gleichungen der Normale waren 
nach Formel Nr. 255 der Tabelle 

(16.) ^-X+P{Z'-^Z)^Q, y^-y + q{g^-g)^0^ 

oder 

af — ^ _y^ — y ^^ — ^ 

-T 1 -Fjj F^ 

Damit die Ebene £ durch diese Gerade hindurchgeht, 

muG 

Apiz' — ä) + Bqiz" — 2)—C{z' — z)=^0 

sein; dies gibt 

{170 Ap'\'Bq — C=-0, 

Da es unendlich viele Normalschnitte gibt, so kann 
man yine veränderliche Größe, z. B. 

(Ib.) % = x, 

die ]iian einen „variablen Parameter'* nennt, einfähren. Zu 
jedem Werte von X gehört dann ein Normalschnitt. Dabei 
ist. nach den Gleichungen (6.) und (17.) 

A + B}L+ C(p + qX)^0 und Ap + Bq—C^O, 
also 
^^^^ A _ J?g + (l + gV ^ B _ 1+p^+pqi 



^ 



C 9—P^ C q — pX 

(20.) g^i ■ ^^— ^^1 . 

m s M-Bp _ (l+p' + g«)(l> + g^) 

^ ' C ~ q—pX 

(22.) rfx* + dy* + de*'=dx* + dy* + (pdx + qdy)* 

= dx*[l + p* + 2pqX + (1 + g«)2«], 

folglich geht Gleichnng (13.) über in 

,,„. [1 + P' + 2pqX + (1 + q')Xra +P* + q*) 

^"'^-^ ^ ~ (r + 2*2 + ««)« 
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§ 154. Krümmung der Flächen. 703 

Dies gibt 

Der Krümmungshalbinesser q ist also eine Funktion 
von X] man kann daher die Werte von X aufsuchen, für 
welche q ein Maximum oder ein Minimum wird. Zu diesem 
Zwecke setze man 



- [1 + p2 + 2pgA + (1+ ^^](28 + 2tX)) 
gleich Null; dies gibt 
(25.) (r + m + a-^[pq + {l + q^] 

= [l+p^ + 2pqX + (1 + f)X^](s + m, 
oder wenn man aaf beiden Seiten dieser Gleichung 

{8i + tP)[pq + (1 + «?)ij = [pgi + (1 + «*M»](» + «) 
fortläßt, 

(25a.) (r + 8Z)[pq + (1 + q>)X\ = (1 + p» +pqX){s + ti). 
Daraus folgt 

l+y+2pg^+(l+g')^" j,g+(l+ga)^ _ l+p»+J>g^ 
^ ' r + 28X + tX^ a + tX r+sX ' 

(25b.) [pqt - (1 + 93)*]A2 + [(1 + P"^ - (1 + 8»)r]i 

+ [(1+P>— WJ-0. 
Nennt man die beiden Wurzeln dieser quadratischen 
Gleichung Xi und Xx, so wird 

(27.) i.+^ __-___, x.^=^^^-^j^P^. 

Da ein wirkliches Maximum und ein wirkliches Mi- 
nimum vorhanden ist, so sind die Werte von Xi und ig 
reell. Für diese Werte von X wird nach den Gleichungen 
(24) und (26.), wenn man das obere VorBeichen nimmt, 

(28.) (f j-p^j 



r + aX 
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704 § 154. Krtimmang der FlächBii. 

Bezeichnet man der Kürze wegen V^ + P^ + ^ i^i^ 
TF, so findet man aus der Doppelgleicbong (28.) 

TQ + 8qX = (1 +1>^)W+ pqlW, 
oder 

I ^*^~^^ ^ ^^^^ + »(? -;>2 TT = 0, 
^ '^ \[sQ-pqW]X + rQ-{l-^p^)W=Q. 

Edminiert man aus diesen beiden Qleichongen Jl, sa^ 
erhält man 

[sQ-pq W){8Q -pq W)- [r(> -(1 +p^) W] . [tQ -(1 -f gä>) Tf] = 

oder 



(30.) (a2-r<)p2+[(l + ?>-2p9*+(l+p'')tjpVl+P^+ q* 

-a+p'+q'f = o, 

deren Wurzeln Qi und Q2 den Gleichungen 

(d±) QiQ2 = ^ ^ 

genügen. Dabei entsprechen Qi und Q2 dem Maximum bezw. 
dem Minimum von q. Die zugehörigen Normalschnitte 
jiennt man „Hauptnannalschnitie'^] qi und Q2 selbst nennt 
man die „Sauptkrümmmungshalbinesser^^. 

Ist ^ — r^ < 0, so haben ^1 und Q2 gleiches Zeichen, 
d. h. sie liegen in derselben Richtung der Normalen. Dies 
tritt z. B. beim EUipsoid ein. Ist aber «^ — rf > 0, so haben 
Q^ und ^ entgegengesetztes Zeichen, d. h. die zugehörigen 
Krdmmungsmittelpunkte liegen auf entgegengesetzten Seiten 
der Fläche, ein Fall, der z. B. beim einschaligen Hyper- 
boloid eintritt. Wird ^ — r^ = 0, so wird einer der beiden 
Hauptkrümmungshalbmesser unendlich groß. 

Macht man den betrachteten Flächenpunkt P 
Anfangspunkt der Koordinaten, die Tangentialebene 
(33.) ^_^=|,(a/_a:) + g(y'-y) 

zur XF- Ebene und die Normale 
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(34.) af — x-\-p(,z' — z) = 0, y' — y + «(»' — «) = 

zm ^- Achse, so wird 

(35.) aj = 0, y = 0, « = 0, p = 0, g = 0; 

deshalb gehen die Gleichungen (33.) und (34.) über in 

(33a.) ü'^0. 

(34a.) a/ = 0, i^ = 0. 

Die Ebene eines Normalschnittes hat dann die (Gleichung 

(36.) y' = i^, 

und die Gleichungen der beiden HauptnormalBchnitte sind 

(37.) y' = iix', i/ = X^, 

wobei nach Gleichung (27.) 

(3a) iiA2 = — 1 

wird. Dies gibt 

Satz 1. Die Ebenen der beiden SauptnonnalschnÜte 
stehen aufeinander senkrecht. 

Der Einfachheit wegen kann man jetzt noch die 
Ebenen der beiden Hauptnormalschnitte zur XZ- Ebene und 
zur FZ- Ebene machen; dann wird nach Gleichung (27.) 

. ^ . ... t—r 

= oo. 



also 


Xi = l, 


r, ^ = oo, A.i-rA^= ^ 


(40.) 




« = 0. 




Dadurch 


geht Gleichung (80.) über in 


(41.) 
dies 

(42.) 


gibt 


fiQ^-{r + t)Q + 1 = 0; 
1 1 



Ist a der Winkel, den ein Normalschnitt mit dem 
ersten Hauptnormalschnitte bildet, so hat seine Ebene die 
Gleichung 

y' = ia/^ wobei X = tga 

ist Man findet dann aus Gleichung (24.) für das obere 
Vorzeichen 

El«p«ri» I>üf«r«&tial-B*otu>aBf. 45 
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706 § 154. Krümnmng der Flächen. 

1 + ^^ ^ 1+tggg ^ 1 

Qi Q2 Qi 92 

oder 

(43.) - = 1 ~ • {EulerBche Formel) 

Ist sf^ — rf < 0, so haben, wie schon oben gezeigt 
wurde, ^i und ^ gleiches Zeichen; deshalb folgt ans Ghlei- 
chung (43.), daß auch q stets dasselbe Zeichen hat Ist 
dagegen ^ — rf > 0, so haben ^i und Q2 ungleiches 2Seichen, 
dann kann man den Winkel a so bestimmen, daß 

(44.) tg2a = — ^, also -=—— + ——===0 

wird, wobei man noch a mit — a vertauschen darf. Dar- 
aus folgt 

Satz 2. Sahen Qi und Q2 verschiedene Zeichen, so gibt 
es zwei Normalschnüte, deren Krümmungshalbmesser unend- 
lich groß werden. Die Winkd, wdche ihre Ebenen mitein- 
ander bilden, werden durch die Ebenen der Hauptnormal- 
schnitte halbiert. 

Sind Q und q' die Exümmungshalbmesser zweier 
Normalschnitte, deren Ebenen aufeinander senkrecht steh^ 
ist also af ^=a'\' 90^, so wird 

coso^ = — sina, sino' = cosa 
und 

1 cos% sin^a 

Q~ Qi 02 

1 cosV sinV sin% cos% 

?"" pi 02 ~ i(?r 02 

folglich ist 

(46.) Ui='+!-; 

0' Ol O2' 
dies gibt 

Satz 3. Die Summe der Krümmungen je zweier 
Normalschnitte, deren Ebenen aufeinander senkrecht stehen, 
ist konstant. 
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Ist der Schnitt ein schiefer, so kann man durch die 
Schnittlinie g der Tangentialebene und der schneidenden 
Ebene e eine Normalebene legen,- welche wieder den Winkel 
a mit der Ebene des ersten Hauptnormalschnittes bilden 
möge, während der Winkel, den sie mit der Ebene e bildet, 
9 heißen soll. Die Gerade g hat dann die Q-leichungen 
(4a) ^^ = 0, y' = tga.a/. 

Damit die Ebene e mit der Gleichung 
(47.) Äa/ + By'+Ct' = 

dnrch die Gerade g hindurchgeht, muß also 

Axf 4- J5tga . a/ = 0, oder tga = — ^ 

XI 

sein; deshalb setze man 

(4&) J. = sina, j|? = — cösa. 

Die Ebene e des schiefen Schnittes hat daher die 

Gleichung 

(49.) a^'sina — y'cosa4- (7«' = 0, 

nnd der durch g gelegte Normalschnitt hat die Q-leichung 

(BO.) 7/mia — y'cosassO, 

folglich wird 

Ä^ V A sin'a+cos^a 1 ♦) 

pl.) 008» = ~7= -- z ^ , r^= ^ -^ : 

Vsin»a + cos^a + (7^ Vsin^a + cos^a /l + C« 

dies gibt 

(B2.) l + C' = '^=l+tg^, also C=±tg<^. 

Die Gleichung des schiefen Schnittes ist also, wenn 
man das obere Zeichen wählt, 

(58.) »'sina — y'cosaH-«'tg* = 0. 



^ Ben Neigungswinkel ^ sweier Ebenen t und fl| mit den Glei- 



^^to^ + By+CV + D — und A^ob' -f B^y -h Cj^ + Dj = 
findet man bekanntlich aus der Formel 

eos^ A Vhgg|_H-OC,>_ ^ 

46* 
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Bezeichnet man den Krümmungslialbniesser des schiefen 
Schnittes mit p^, den des zagehörigen Normalschnittes mit 
Qj so findet man daher aus Gleichung (15.) 

p^= (B^ + Ä^f _ ^ 1 



U^ + B^+ C^ (J?V + AHf (1 + tg^) (rcos^a + tain^af 

cos2^ 

"/cos' 



jos'^a sin^av 
Qi 02 / 

oder mit Rücksicht auf Gleichung (43.) 
(64.) (>' = Qcosd'. (Satz von Meunier.) 

Legt man durch die Normale des Flächenpunktes P 
sämtliche Normalschnitte, so bilden die zugehörigen Krüm- 
mungskreise eine Fläche vierten Grades, deren Untersuchung 
hier aber übergangen werden möge. 

§ 155. 

KrOmmungsmittelpunktsflächen. 

Zu den im vorigen Paragraphen entwickelten Sätzen 
gelangt man auch, indem man zu der Normale im Flächen- 
punkte P diejenigen Normalen aufsucht, welche der ersten 
Normale unendlich nahe liegen und dieselbe schneiden. 
Die Gleichungen der Normalen im Punkte P sind 

(1.) a/ — x + p(z' — z) = 0, y^ — y + q{z'-z) = 0. 

Für eine unendlich nahe Normale gelten daher die 
Gleichungen 

ja/ — X — dx + {p + dp){2/ — z — dz) = 0, 
^^'^ \l/-y — dy + (q + dq){z' — z-dz) = 0. 

Wenn sich die beiden Normalen in einem Punkte P' 
."«fihneiden, so gelten für die Koordinaten dieses Punktes 
aJte vier Gleichungen (1.) und (2.); deshalb gelten auch die 
Ol «Eichungen 
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§ 155. Erümmnngsmittelpanktsflächen. 709 

f — dx — pd2 4-(^ — ^)^P = 0, 
<3) [_ dy - qdz + {/-z)dq = 0*), 

folglich wird 

(4.) ^ ^^ dx+pdz ^ dy + qdz 

^ ' dp dq ^ 

oder, wenn man für dz^ dpj dq ihre Werte 

dz s=^ pdx + qdy, dp=^rdx + sdy, dq = 8dx + tdy 
einsetzt, 
(5) y ^^ (l+pVa; + yg^y ^ pqdx + {l + q^y 



rdx + «dy *dx + ^dy 

nn man wieder ^ =^1 setzt, 

i+i^'+M^.M + a + y^)^ 



Dies gibt, wenn man wieder ^ =^1 setzt 



(6.) ^ — z = 



r '\' sX s + 11 

Diese Gleichnng stimmt mit Gleichung (26.) in § 154 
überein, d.h. sie gibt dieselben Werte von A, welche den 
größten und den kleinsten Elrümmungshalbmesser lieferten. 
Es gilt also 

Satz 1. Ton allen Normalen, welche der Normale im 
Flächenpunkte P unendlich nahe liegen, schneiden nur die 
in den Mauptnormalschnitten diese erste Normale. 

Dabei ist mit Rücksicht auf die Gleichungen (1.), (3.) 
und (6.) der Abstand des Schnittpunktes M vom Flächen- 
punkte P 

(7.) Q=y{a/-xf+(j/-yf+{^'-^f = i^'-^)yi+P^+<f 

Da diese Werte mit denen in Gleichung (28.) des 
vorhergehenden Paragraphen übereinstimmen, so ist dieser 
Abstand q der Krümmungshalbmesser, und der Schnitt- 
punkt M ist der zugehörige Krümmungsmittelpunkt. Dies 
gibt 

*) Die unendlich kleinen Größen höherer Ordnung dpdz und 
dqdz dürfen neben den unendlich kleinen Ghrößen erster Ordnung ver- 
nachl&asigt werden. 
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710 § 155. KrammaiigsinittelpTiiiktsflaehen. 

Satz 2. Die Normale im Flächenpunkte P wird von 
den henachharien Normalen in den Krümmung&mittelpunkten 
der beiden Hauptnormalschnitte getroffen. 

Die Mittelpunkte der größten und kleinsten Eräm- 
mungskreise für sämtliche Ponkte der Fläche bilden selbst 
wieder eine Fläche, welche die „KrümmungsndttdpufiktS' 
fläche^^ genannt wird. Dabei gilt 

Satz 3. Jede Nonnale der ursprünglichen Fläche trifft 
die Krümmungsmittelpunktsfläche in zwei Punkten, in denen 
sie diese Fläche berührt. 

Beweis. Betrachtet man drei aufeinander folgende 
Normalen, so daß die erste von der zweiten und die zweite 
von der dritten geschnitten wird, so liegen die beiden 
Schnittpunkte auf der E^rümmungsmittelpunktsfläche und 
auf der mittleren Normalen. Da sie außerdem einander un- 
endlich nahe liegen, so ist die mittlere Normale eine Tan- 
gente an die Fläche. Dasselbe gilt von dem zweiten Punkte, 
den die Normale mit der Fläche gemein hat. 

Die Normale im Flächenpunkte P heiße a und berühre 
die Krümmungsmittelpunktsfläche in den Punkten Jfi und 
M2j und zwar sei Mi der Schnittpunkt von a mit der 
unendlich nahen Normalen 6, welche mit a in dem ersten 
Hauptnormalschnitte Bi liegt. Dann wird ei die Krüm- 
mungsmittelpunktsfläche im Punkte M2 berühren, denn sie 
hat mit dieser Fläche die beiden unendlich nahen Punkte 
gemein, in denen a berührt, und außerhalb dieser Geraden 
a noch den Punkt, in welchem die Fläche von b getroffen 
wird. Ebenso kann man zeigen, daß die Ebene ^2 des 
zweiten Hauptnormalschnittes die Krümmungsmittelpunkts- 
flüche im Punkte Mi berührt Dies gibt 

Satz 4. Die Ebenen ei und B2 der beiden Raupt- 
norfnalschnitte berühren die Krümmungsmittdpunktsfläche 
beziv. in den Punkten M2 und M\. 

Da die Ebenen ei und «2 aufeinander senkrecht stehen, 
so gilt noch 

Satz 5. Der scheinbare Umriß der Krümmungsmittel-' 
pmiktsfläche , in der Richtung einer Normalen gesehen , &e- 
sieht aus zwei Kurvenästen, die sich rechtwinklig schneiden. 
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§ 156. Krümmcmgsmaß von Q(mß. 711 

§ 166. 

KrUmmungsmaß von Oauß. 

(Vgl. die FormeUTabeUe Nr. 268.) 
Bei den ebenen Kurven wnrde die Krfimmung durch 

die Größe -r- gemessen, wobei de der Kontingenzwinkel 

war, d. h. de wax der Winkel, den zwei unendlich nahe 
Tangenten miteinander bilden. Man kann aber auch unter 
ds den Winkel verstehen, den zwei unendlich nahe Nor- 
malen miteinander bilden, und kann diesen Winkel durch 
den Bogen eines Kreises messen. Zieht man nämlich in 
einem Elreise mit dem Halbmesser 1 und' dem Mittelpunkte 
zwei Halbmesser, welche zu den beiden unendlich nahen 
Normalen parallel sind und auf dem Kreise den Bogen de 
ausschneiden, so ist die Krümmung im Kurvenpunkte P 
das Verhältnis dieses Ejreisbogens de zu dem zugehörigen 
Kurvenbogen ds. 

In ähnlicher Weise kann man im Baume ein Maß der 
Krümmung für eine Fläche 
(1.) z = f(x,y) 

in jedem ihrer Punkte finden. Legt man nämlich zur Nor- 
malen a im Flächenpunkte P mit den Gleichungen 

(2.) 3^ — X+p{g'—z) = 0, y/_y + g(^_^)=0 

durch den Nullpunkt eine Parallele mit den Gleichungen 
(3.) x'+K = 0, y' + ?^ = 0, 

so trifft diese die Kugelfläche mit der Gleichung 
(4.) a:^ + j^ + ^ = l, 

welche mit dem Halbmesser 1 um den Nullpunkt be- 
schrieben ist, in einem Punkte P^ mit den Koordinaten 

(6.) ^ = ---JL , y' = - 



Jedem Punkte P auf der Fläche entspricht ein solcher 
Punkt P* auf der Kugel. Einer kleinen geschlossenen 
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712 § 156. Erümmuiigsmaß von Ganß, 

Kurve, welche auf der Fläclie den Punkt P einschließt, 
entspricht daher auf der Kugel eine kleine geschlossene 
Kurve um den Punkt P'. Wird der Flächeninhalt F bezw. 
F' dieser geschlossenen Kurven verschwindend Hein, so 
kann man das Verhältnis von P^ zu P als ein Maß für 
die Krümmung der Fläche im Punkte P ansehen. 

Am einfachsten wird man für P das unendlich kleine 
Dreieck PP1P2 auf der Fläche annehmen, bei welchem die 
Eckpunkte P, Pi, P2 bezw. die Koordinaten 

X, y, z\ x+ ix, y, + ^dx; a;, y + dy, « + qß'V 

haben. Dieses Dreieck liegt in der Tangentialebene des 
Punktes P, welche mit der XZ-Ebene den Winkel 7 bilden 
möge. Projiziert man dieses Dreieck in die XF-Ebene, so 
erhjilt man ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten 
dz and dy und dem Flächeninhalt 

(6.) Pcos 7 = i dxdy . 

Dem Dreieck PP1P2 auf der Fläche entspricht das 
^ Dreieck P'P'iP'a auf der Kugel, dessen Ecken bezw. die 
Koordinaten 

^, y", ^; 



f7.) 



^i = ^ + ^d^, y'i = y'+-^dx, £r'i = ^' + ^da:; 

1^^=^+^^^' y'-=y'+%^y^ ^^=^+öy^y 

haben. Projiziert man dieses Dreieck in die XF-Ebene, 
so erhält man ein Dreieck, dessen Ecken bezw. die Koordi- 
naten a/, y'; a/i, y'i; x'a, ^^2 haben. Da die Tangential- 
ebene der Kugel im Punkte P' zur Tangentialebene der 
betrachteten Fläche im Punkte P parallel ist, so ist der 
Flächeninhalt dieses Dreiecks 

F'cos7 = i[x'(y'i — y'z) + x^i(/2 - 2/0 + ^2{y' — V'i)] 
= l[|^dy(^i~^)-|^-dx(a/2-a/)], 

(R) P'cos7 = idxdy(^^-^ ^^- - j- £} 



Digitized by 



Google 



§ 156. E^tbnmnxigBmafi von Qa%fi. 713 

Dividiert man diese Gleichung dnrcli Gleicknng (6.), 
so erhält man 

W A— p — Q^ dy dy dx' 

Nun ist nach den Gleichungen ^.) 

dx - (l+ir'+ir^Vl+pa+jZ ' dy - (i+_p3+g2)|/i4.pa+j2 ' 

d» (X+p>+^yi+pi+qi' dy (l+jft^g^yi+j^+qt' 
folglich -wird mit Bücksicht anf Gleichung (32.) in § 154 

Von dem Oaufiachen Erümmungsmaß wird besonders 
bei der Biegong der Mäcben Gebraacb gemacbt. Dabei 
heist F2 eine Biegongsfläche der Fläche Fxy wenn sich die 
Punkte von F2 derart den Punkten von -Fi zuordnen lassen, 
daß entsprechende Kurvenstücke unveränderte l^änge be- 
halten. Daraus folgt auch, daß der Flächeninhalt einander 
entsprechender Figuren gleich groß ist Es gilt dann der 
Satz, dessen Beweis hier aber übergangen werden möge: 

Das Krümmung$maß bleibt hei der Biegung der Flächen 
unverändert. 
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XX, Abschnitt. 



Anwendungen 
auf die analytische Geometrie der Ebene. 

§ 157- 

Theorie der UmhOllungskurven oder Enveloppen. 

{Vgl. die Formel- TabeUe Nr. 264.) 
Ist eine G-leichnng zwischen x, .y tmd u, nämlich 
(1.) F{x, y, «) = 

gegeben j so etellt dieselbe für jeden konstanten Wert voa 
u eine Kurve dar* Da es aber unendlich viele Werte von 

u gibt, so entspricht der 
Gleichung (1.) eine gan^e 
Schar von Knrven. So 
entspricht z, B. der Glei* 
chung 

ar? + y3 — 1*2=^0 • 
eine ganze Schar von 
konzentrischen Kreisen^ 
da der Halbmesser u noch 
unendlich viele Werte ha* 
ben darf. Der Gleichung 

a^ + u'^l^ + u ^ 
OM^b, ON = h NM = v^ entspricht eine Schar 

honfokaler EÜipsmi und Hyperbeln, 
Der Gleichung 

F{x, y, u)^{x — bcoBuf + (3/ — hBmuf — a 2 = 
entspricht eine ganze Schar von Kreisen (vgl Fig, 157), 
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§ 157. Theorie der UmliüllimgskiirTen. 715 

denn für jeden Wert von u erhält man einen Kreis, dessen 
Mittelpunkt die Koordinaten 

g SS 6co8u, fj =» ftsinu 
liat ZwiBchen § und tj besteht daher die Gleichung 

d. h. der Mittelpunkt M des Kreises durchläuft selbst wie- 
der einen Kreis, welcher mit dem Halbmesser h um den 
Anfangspunkt der Koordinaten beschrieben ist. 

Die Größe u nennt man dabei den „(variablen) Para- 
mder"'. 

Sind nun u und ui = u + ^w zwei benachbarte Werte 
von u, so gibt die Zusammenstellung der beiden Gleichungen 
(2.) F{x, y, u) = und F{x, y, i*i) = 

die Schnittpunkte der beiden entsprechenden Kurven. 

Die Koordinaten dieser Schnittpunkte genügen daher 
auch den beiden p-leichungen 
(3.) i^(x,y,«) = und J'C^ y> " + ^«O - J-(x, t/,.u) ^ ^ 

Läßt man jetzt Ju unendlich klein werden, so gehen 
diese Gleichungen über in 

(4.) i^(x,V.u)-0, ^-I^^^^O 

und geben die Schnittpunkte der Kurve F{x^ y, u) = mit 
einer unendlich nahen Kurve. 

Durch Elimination von u aus diesen beiden Glei- 
chungen erhält man eine Gleichung zwischen x und y allein, 
nämlich 

(6.) 8(x, y) = 0, 

welche den geometrischen Ort aller Schnittpunkte von je zwei 
unendlich nahen Kurven der gegebenen Kurvenschar darsteUt. 

Dieser geometrische Ort ist eine Kurve, welche die 
„einhüllende Kurve^% „Ufnhüllungskurv&' oder „Enveloppe^' 
genannt wird, da sie die sämtlichen Kurven der gegebenen 
Kurvenschar einhüllt Es gilt nämlich folgender 

Satz 1. Die Tangente in jedem Punkte P der Um- 
hiMungskurve 
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8(x, y) = 
ist auch Tangente an eine der Kurven der gegebenen Kurven- 
schar in demselben Punkte P. 

Zum Beweise dieses Satzes betrachte man drei benach- 
barte Kurven C, Ci , C2 des gegebenen Kurvensystems (vgl. 
Fig. 158), welche den Werten u, Ui, U2 des Parameters ent- 
sprechen. Ein Schnit^)mikt 
der Kurven C und Ci heiße 
P, Dieser Schnittpunkt gehe 
in den Punkt Pi über, wenn 
die Kurve C in Ci nnd die 
Kurve Ci in C2 übergeht 
Die Punkte P und Pi liegen 
^* ^» also beide auf der Kurve 

Vi und rücken einander unendlich nahe, wenn die Werte 
u^ flu U2 unendlich wenig voneinander verschieden sind, 
d. h. wenn die Kurven C, Ci, C2 einander unendlich nahe 
rücken. Gleichzeitig rücken die Punkte P und Pi auf die 
Kmve mit der Gleichung 

8{x, y) = 0, 
weil sie Schnittpunkte von je zwei unendlich nahen Kurven 
der gegebenen Kurvenschar sind. Deshalb ist die Ver- 
bimiungslinie dieser unendlich nahen Punkte P und Pi eine 
Tringente der Kurve d und gleichzeitig auch der Kurve 

8{x, y) = 0. 
Dadurch ist bewiesen, daß die beiden Kurven im 
Punkle P (oder in dem unendlich nahen Punkte Pi) eine 
gemeinsame Tangente haben, daß sie sich also im Punkte 
P berühren. 

Was von Ci gilt, gilt ebenso von jeder beliebigen 
Kurve der gegebenen Kurvenschar. Es ist also hiermit 
bewiesen, daß die Kurve 

8{x, y)=^0 
sämtliche Kurven des gegebenen Kurvensystems berührt; 
sie ]st daher die UmhüUungskurve oder Envdoppe, 

Dasselbe Resultat findet man auch durch Rechnung. 
Diy Gleichung 
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§ 157. Theorie der Umhttllungskurven. 717 

S{X, y) = 
kann man nämlich aus den Gleichungen (4.) dadurch her- 
leiten, daß man den Parameter u als Funktion von x und 
y darstellt, indem man die Gleichung 

bringt, und daß man sodann diesen Wert von u in die 
Gleichung 

Fix, y, u) = 

einsetzt. Dies gibt also 
(6.) S{x, y)^F[x, y, <p{x, y)], 

d. h.« 

(6a.) 8{x, y) = F{x, y, u) für u = 9){a;, y). 

Daraus folgt 

[dS dF ^ dF du 



(7.) 



dx dx du dx 
öS ^011 ÖF du 
dy "" öy '^ du' dy 



Da nun aber für den betrachteten Punkt P mit den 
Koordinaten x, y 

du 
ist, so gehen die Gleichungen (7.) über in 

da; dx ^ dy '^ dy ^ 
folglich hat nach Formel Nr. 137 der Tabelle 

^dS^dF 

^^^ dx" öS ^ ö^ 

dy dy 

in dem betrachteten Punkte P für beide Kurven denselben 
Wert^ d. h. die beiden Kurven haben in diesem Punkte die- 
selbe Tangente. 

Es ist allerdings noch hervorzuheben, daß die Elimi- 
nation von u aus den Gleichungen (4.) durchaus nicht immer 
die Gleichung einer reellen Kurve liefert 
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718 § XB7. Theorie der üniKüLLuiiggktirv&tk 

Dies folgt schon daxans, daJ] nicht jede Schar von 
gleichartigen Kurven eine UmhüllTingsktirve besitKL Bei 
den konzeutrischeii Kreisen 

3t? + ^ — u^ = 
z~ B. schneidet kein Krals den anderen in einem reellen 
Punkte, folglich gibt es für dieae Kurvanechar auch keine 
Umhnllnngskurve. 

Ebensowenig haben die einander benachbarten kon- 
fokalen EllipseQ 

-ä^ + i^^ = l, (— i^<t*<+oa) 

oder die einander benachbarten konfokalen Hyperbeln 



„2 4- « ^ J4 + t* 

reelle Schnittpunkte miteinander gemein, folglich gibt ss 
bei dieser Knrvenschar auch keine Umhüllungskurve. 

Dagegen schneidet jeder der Kreise 
(9.) Fix, y, tt) = (ac — bcosuf + itf — fisinuf —a^^Q 

den folgenden in zwei reellen Funkten, Deshalb gibt es 
in diesem Falle eine Umhüllungskurve* Dabei wird 

(10,) ^1^^' = 2(x— 6co3tt)6sinu— %— 68int*)fico8U = 0, 

oder 

(10 a.) {x — 6cosu)sinu = (y — ftainu)€osu, 

oder 

(10 b.) a^sinu =^ j/cosu, 

also y = artgtt, y — 6sin« = (x — öcosu)tgtt. 

Setzt man diese Werte in Oleichung (9.) ein, so findet 
man 
(IL) {x — Äcostt)^(l + tg^) = a*, oder {x — Äcosti)? = a*co8*«^ 

folglich ist 

(12.) x = (b :^ a)cost(, y « (& ;£ a)8ini4, 

also 

(13.) 2? + y^=^{b±a)K 
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§ 158. ümhUllnngsktirv^n ; Übungs- Aufgaben. 719 

Nimmt man in diesen Gleichimgen das obere Zeichen, 
80 erhält man einen Kreis mit dem Halbmesser b -\- a] und 
nimmt man das untere Zeichen, so erhält man einen Kreis 
mit dem Halbmesser b — a. Die Umhüllungskurve zerfällt 
also bei diesem Beispiele in zwei konzentrische Kreise. 
(Vgl. Fig. 167.) 

§ 15a 

^ Obungs -Aufgaben. 

Aufgabe 1. Ein System von geraden Linien (Fig. 159) 
sei durch die Bedingung bestimmt, daß die zwischen den 
Koordinaten- Achsen liegenden Abschnitte derselben die kon- 
stante Länge c haben. Man soll die Gleichung ihrer üm- 
hüllungskurve aufstellen. 

AuflSsiing. Es seien OÄ « a und OB ^b die Ab- 
schnitte, welche die (Gerade .^uf den Koordinaten -Achsen 
abschneidet, dann ist bekanntlich ihre Gleichung 

oder ' 

bx + ay — oft = 0. 

Der Abschnitt AB der Geraden z wischen den beiden 
Koordinaten -Achsen ist daher gleich Ya^ + b^. Hat also 
dieser Abschnitt die konstante Länge c, und bezeichnet 
man den Winkel OÄB mit u, so wird 

(2.) a ^ ccosu, (3.) 6 = csinu; 

die Gleichung der Geraden AB geht daher über in 
(4.) F{x, yy u) = xsinu + yoosti — csinucosu = 0. 

Dabei ergänzt der Winkel u den Winkel a, welchen 
die Gerade AB mit der positiven Sichtung der X-Achse 
büdet, zu 180^. 

Um die TJmhüllungskurven dieser Schar gerader Linien 
zu finden, bilde man 

(5.) ^^^?f'!*)c=xcosu-y8inu — c(co82u — 8in^) = 0. 
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1%, im 





Multipliziert man die Gleichungen (4.) nnd (5.) bezw. 
mit BUiu und cos», so erhält man durch Addition 
(6-) a? = + ccosht. 

Multipliziert man sie dagegftn bezi^. mit cos« und 
— sinWj so findet man durch Addition 
(7.) ^ = + cßiii%. 

Wenn es sich, wie in der vorstehenden Aufgabe, um 
eine Schar gerader Linien handelt^ wenn abo die Gleichung 
F(x^ y, w) = in bezug auf x und y vom ersten Grade ist, 



du 



= 



so wird im allgemeinen auch die Gleichung 

vom ersten Grade in bezug auf x und y sein. Dann braucht 
man u nicht aus diesen beiden Gleichungen zu eliminieren, 
sondern wird x und y ab Funktionen der dritten Vei^ 
änderlichen u darstellen, eine Rechnung, die in den meisten 
Fällen sehr viel leichter aaszufü^ren ißt als die Elimination. 
In der vorliegenden Aufgabe geben die Gleichungen 
(6.) und (7.) die Koordinaten des Schnittpunktes der dem 
Werte u entsprechenden Geraden mit der unendlich nahen, 
Dieser Punkt ist daher auch ein Punkt der Umhüllungs- 
kurve. Di© Gleichungen 



^^ **Bin3iJ 



stellen also die Umhüllungsturve dar^ wenn u alle Werte 
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§ 158. UmhüUangskarven; Übnngs-An^ben. 721 

von bis 2jr durchläuft. Man kann aber aus diesen Glei- 
chungen auch den Parameter u eliminieren. Erhebt man 

2 
sie nämlich zur Potenz ^i so erhält man 

o 

»^ = + c^cos^, yö = -f- c^sin^u, 

und wenn man diese Gleichungen addiert, 

L 1 1. 
(9.) x3 + y3==c8. 

Dies ist die Gleichung der ümhüllungskurve, und 
zwar ist die Kurve unter dem Namen „Ästroidef^ bekannt 
(Vgl Fig. 160.) 

Aufgabe 2- Es ist durch die Gleichung 
(10.) F{Xj y, u) = a;oos(3tt) + ysin(3u) — acosu = 
eine Schar von geraden Linien gegeben; man soll die von 
ihnen eingehüllte Kurve bestimmen. (Vgl. Fig. 162.) 

Auflösung. Hier wird 
(11.) dF(^_^)^ _ g^gij,(3^^j ^ ayco8{du) + asinu = 0. 

Elimmiert man aus diesen Gleichungen y, bezw. x, so 
erhält man 

{Sx » a[3co8U cos(3u) + sinu sin(3tt)], 
3y = a[3cosusin(3i*) — sinuco8(3u)]. 
Nun ist aber 

cosucos(3u) -f- 8inusin(3u) = cos(2u), 
2cosucos(3u) = cos(4m) + cos(2u)/ 

femer ist 

costi sin(3u) — sinti cos(3u) == Bin(2u), 
2cosusin(3u) = sin(4u) + sin(2u), 

folglich wird 

; 3a; = a[cos(4u) + 2cos(2u)], 
(13.) ' L -V / 



|3x = 
l3y = 



a[sin(4u) + 2sin(2u)]. 
Setzt man a = 3ai und 2u = ^ + ^? »<> ^^^d 
j cos(2u) = — cos^, 8in(2u) = — sin^, 
^^*'^ \ cos(4u) = + cos(2/), sin(4M) = + sin(20, 

Kiepert, Differential -Beohnnng. 46 
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§ 166. UmhaUungskiiryezi; Übnngs- Aufgaben« 



Fig. lei. 




und die Gleiclmngen (13.) gehen über in 

(16.) a; = — ai[2oos^— co8(2^)], y = —ai[2Bmt — 8in(2^)]. 

Dies sind bekanntlicli 
die Gleichungen der JTor- 
dioide. Die Kardioide war 
ein besonderer Fall der Epi- 
zykloiden, welchen man er- 
hält, wenn der Halbmesser 
des festen Kreises dem Halb- 
messer des rollenden Kreises 
gleich ist Durch die vor- 
liegende Aufgabe findet man 
also eine andere Erzeu- 
gungsweise der Kardioide, 
die sich dann auch so ver- 
allgemeinem läßt, daß man 
jede beliebige Epizykloide (oder Hypozykloide) erhält 

Die Gleichung (10.) stellt nämlich eine Gerade »dar 
(vgl. Fig. 161), welche durch die beiden Punkte Pi und P2 
mit den Koordinaten 

Xi = acos(2u), yi = asin(2tt) 
und 

X2 = acos(4u), ^2 = asin(4u) 
hindurchgeht, denn diese Wertepaare von x und y befrie- 
digen die Gleichung (10.). Nun wird aber 

(16.) Xi^ + yi^ = «2 und X2^ + y^ « a^, 

d. h. die Punkte Pi und P2 liegen beide auf einem Kreise, 
der mit dem Halbmesser a um den Anfangspunkt der 
Koordinaten beschrieben ist. Dabei sind die Winkel, welche 
die Halbmesser OPi und OP2 niit der X-Achse bilden, 
< XOPi = 2u, <t XOP2 = 4m = 2 <t XOPi. 

Wenn sich also der Parameter u verändert, so be- 
wegen sich die Punkte Pi und P2 beide auf diesem Kreise- 
fort, der Punkt P2 aber doppelt so schnell wie der 
Punkt Pi. 

Dies gibt folgende Erzeugung der Kardioide: 
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Fig. 102. 




Bewegen sich auf einem Kreise ztoei Punkte Pi und 
Pa so, daß Pa doppeÜ so schnell läuft wie Pi, so umhüUt 
die Gerade P1P2 eine Kardioide. (Vgl. Fig. 162.) 

In ähnlicher Weise 
können auch die ande- 
ren Epizykloiden erzengt 
werden, wenn der Punkt 
P2 auf dem Kreise m-mal 
so schnell fortschreitet 
wie der Punkt Pi. 

Dabei war bisher 
vorausgesetzt, daß die 
Punkte Pi und P2 den 
Kreis in gleicher Rich- 
tung durchlaufen. Wenn 
sie aber den Kreis in 
entgegengesetzter Sich- 
tung durchlaufen, so umhüllt die Gerade P1P2 eine „Sypo- 
zykloide'^. 

Man kann sich in folgender Weise von dem vorstehen- 
den durch Zeichnung überzeugen. Man teile den Umfang 
eines Kreises in eine Anzahl gleicher Teile. (Vgl. Fig. 162.) 
Es sei z. B. diese Anzahl gleich 48. Dann bezeichne man 
die Teilpunkte der Keihe nach durch die Nummern 

0, 1,2, 3, 4,. ..47, 48, 

wobei der Punkt 48 mit dem Punkte zusammenfällt. 
Jetzt verbinde man die Punkte 

1 und 2, 2 und 4, 3 und 6, ... 24 und 48, 25 und 2, . . . , 

allgemein k und 2k durch gerade Linien. Auf diese Weise 
erhält man 48 Tangenten der Kardioide, und zwar wird 
man daraus die G-estalt der Kardioide sicherer gewinnen, 
als wenn man die Kurve punktweise konstruiert hätte. 

Verbindet man dagegen die Punkte k und mk durch 
Gerade, so erhält man eine andere Epizykloide, welche der 
Zahl m entspricht, mit großer Genauigkeit als die üm- 
hÜUungskurve ihrer Tangenten. 

46» 
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In ähnlicher Weise kann man auch die Hypozykloide 
als UmhüUnngskurve ihrer Tangenten zeichnen. In diesem 
Falle 'wird es zweckmäßig sein, die Anzahl der Teilpunkte 
auf dem Kreise etwas größer anzunehmen. 

Fig. 168. Aufgabe 3. Es 

s^ ist eine Schar kon- 

zentrischer Ellipsen 
gegeben, deren Halb- 
achsen mit den Ko- 
ordinaten-Achsen zu- 
sammenfallen und die 
konstante Summe c 
'haben; man soll die 
Qleichung der Um- 
hüllungskurve bestim- 
men. (Vgl. Fig. 163.) 

Auflösung. Die 

Gleichung einer El- 
lipse mit den Halb- 
achsen a und b ist 

Da aber die Achsen veränderliche Länge und die kon- 
stante Summe c haben sollen, so setze man 
a'=u und 6 = c — u. 

Dadurch wird die Gleichung der gegebenen Kurven- 
schar 
(17.) F{Xj y, w) = (c — u)^a^ -f uV — u\c — u)2 = . 

Hieraus folgt durch partielle Differentiation nach u 
(18.) —2{c — ü)x^ + 2ui/ — 2«(c -n^ u) (c — 2«) = , 

oder, wenn man mit — ^ multipliziert, 

(18a.) {c — u)ux^ — uV ^ ^2^c — u) (c — 2u) = 0. 

Indem man die (Jleichungen (17.) und (18a.) addiert, 
findet man 




oder 



(c — «)ca:- — {c — ü)u^ = 0, 
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(19.) 



0. = «', 
c 



u 



Setzt man diesen Wert von al^ in die G-lelchung (17.) 
ein, so folgt 



{c-üf 






f? 



(20.) f = 

Deshalb wird 

i i- i- 
(21.) x^ + y^^c\ 

d. h. die Umliüllnngßkurve ist wieder eine Astroide. 

Aufgabe 4. Es ist eine Schar von Parabeln durch die 
Gleichung 

(22.) Fix, y, w) = 4e(s^- wx) + (l +wV = 

gegeben ; man soll ihre Umhüllungskarve bestimmen. (Vgl, 
Fig. 164.) 

Auf Ifeung. Hier ist 

dF(x, y, u) 



du 



(24a.) u = — • 



(23.) ^^ ^'^Lr ^' = — 4ea: + Sux^ = 0. 

Dies gibt 
die beiden Lö- 
snngen 

(24.) X = 
and 

X 

Setzt man 
diesen Wert von 
u in die Glei- 
chung (22.) ein, 
so erhält man für 
die ümhüllnngskurve die Gleichung 

(25.) x2 + 4c(y — c) = 0. 

Die Umhüllungskurve ist also wieder eine Parabd, 
Außerdem schneiden sich alle Parabeln der gagebenen 
Schar im Punkte 0, welcher als ein Teil der TJmhüUungB- 
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^ 



kurve zu betrachten ist und der Lösung durch Gleichung 

(24.) entspricht 

Aufgabe 5. Es ist eine Schar von Kreisen durch die 
Gleichung 

(26.) F{x, y, u) ^(x-uf + y'-2up+p^^0 
gegeben; man soll die Umhüilungskurve bestimmen. (Vgl, 
Fig. 165.) 

Aufiflsung. Hier ist 
dFix, y, ü) 



(270 
oder 

(280 



du 



^E, lös. 




= — 2(a: — u) — 2p = 0, 

x= u — p. 

Setzt man diesen Wert 
von X io die Gleichung (26.) 
ein. so wird 



(290 y- + y^p{^—Pl 

Die Gleichungen (280 
und (290 geben die Schnitt- 
punkte des Kreises, der dem 
Parameter u entspricht, mit 
dem unendlich nahen. Diese 
Schnittpunkte werden erst 
reell, wenn 

u ^p. 
Die Kreise selbst dagegen werden aohon reell, wenn 

2u&p. 

Liegt u zwischen ^ und ^, so sind die Kreise zwar 

reeD, schneiden aber einander flicht. In diesem Falle ent^ 
hält also die gegebene Kurvenschar unendlich viele Kurven, 
welche die benachbarten Kurven in keinem reellen Punkte 
schneiden. 

Indem man schließlich noch i* aus den Gleichungen 
(26.) und (280 eliminiert, erhält man die Gleichung der 
Umhüllungskurve, nämlich 
320 y^ ^ 2pi 

Dies ist die Gleichung einer Parabel, 



{3O0 



(310 
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§ 159. 

Doppelpunkte und isolierte Punkte. 

(Vgl. die Formel- Tabelle Nr. 266,) 
Wenn eine Kurve, deren Öleichmig 
(1.) F{x, y) = 

sein möge, zweimal durch denselben Punkt hindurchgeht, 
so nennt man diesen Punkt einen ^^Doppelpunkt der Kurve^. 
So hat z. B. das FoHum Cartesii mit der Gleichung 

a? + y^ — 3axy^0 
im Nullpunkte einen Doppelpunkt (Vgl Fig. 146 auf Seite 
600.) Ebenso hat die Lemniskate mit der Gleichung 

r2 == a?cos{2g)), 
oder 

(üfi + ff — a^ix' — y^^O 

im Nullpunkte einen Doppelpunkt (Vgl. Fig. 130 und 133 
auf Seite 601 und 508.) 

Um nun zu untersuchen, für welche Werte von x und 
y eine Kurve einen Doppelpunkt hat, braucht man nur zu 
beachten, daß in einem Doppel- Fig. les. 

punkte nicht eine, sondern zwei 
Tangenten an die Kurve mög- 
lich sind, denn man kann an 
jeden der beiden Kurvenzweige, 
welche durch den Doppelpunkt 
hindurchgehen,^ eine Tangente 
legen. (Vgl. Fig. 166.) 

Ist nun jP(x, y) eine eindeutige Funktion von x und 
y, so gilt im allgemeinen dasselbe von 

(2.) F.ix,y)=.^^ und F^x, y) =. ^-^ ; 

es wird also für jedes Wertepaar x, y die Bichtungs- 
tangente 

^^ ^ dx Fix,y) 
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im aUgemeinen nur einen einzigen Wert haben, so daß der 
zugehörige Kurvenpunkt nur ein einfacher Punkt sein kann. 
Nur in dem besonderen Falle, wo -Fi(a:, y) und F^x^ y) 
beide gleich sind, erhält der Ausdruck für tga die un- 
bestimmte Form jr ; dann kann also tga möglicherweise mehr 

als einen Wert haben. Die Methode, welche in § 66 zur 
Berechnung von Ausdrücken angegeben wurde, welche an 

der Grenze die Form ^ annehmen, führt hierbei in folgen- 
der Weise zum Ziele. Bezeichnet man wieder die zweiten 
partiellen Ableitungen durch Indizes, so folgt aus Gleichung 
(3.)f indem man Zähler und Nenner einzeln differentiiert, 

lim —- = — lim 3- 

für 

lim J^i(a;, y) = 0, lim J^2(x, y) = 0, 

also, wenn man nach Einsetzen der in Betracht kommen- 
den Werte von x und y das Zeichen limes fortläßt. 



oder 



(^»+^»l)l=-(^"+^"D' 



oder 

dy — Fa ± VFii' — FnF, 



(4a.) 



22 



dx F22 

Dasselbe Resultat findet man auch, indem man die 

Gleichung 

<5-) ^-^^-Fix,y) + F,(x,y)^£ = 

nochmals nach x differentiiert; dann erhält man näiggilich 



(6.) 
oder 



(PF(x, y) ^ dFi(x, y) dFjx, y) dy 
da? dx ^ dy dx 

T dFjx, y) ÖF^x, y) dy] dy d^ _ 
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Ans dieser Gleichung bestimmt man im allgemeinen 
^; gilt aber die Voraussetzung 

(7.) -Fi = 0, -P2 = 0, 

so erhält man wieder 

oder 

^®*-^ ^ F^ 

Hieraus erkennt man, daß unter der gemachten Vor- 

dy 
aussetzung ^ zwei Werte erhält, daß es also in dem be- 
trachteten Punkte zwei Tangenten an die Kurve gibt, deren 
Bichtxmgen durch die Gleichung (8 a.) bestimmt sind. 
Diese Untersuchung gibt daher den Satz: 
Ist der Punkt D mit den Koordinaten x, y ein Doppel- 
punkt der Kurve, so müssen die drei Gleichungen 
(9.) Fix, y) = 0, Fi{x, y) = 0, Fipß, y) - 

gleichzeitig befriedigt werden. 

Die beiden Werte von -^ ? welche man aus der qua- 
dratischen Gleichung (8.) erhält, sind reell, wenn 
(10.) 1^122 — -Fii2^22>0; 

sie sind dagegen imaginär, wenn 
(11.) Fi2^ — FnF22 < 0. 

In dem ersten Falle erhält man einen eigentlichen 
Doppelpunkt mit zwei reellen Tangenten, in dem zweiten 
Falle aber sind die Tangenten imaginär. 

Ein Beispiel möge zeigen, wie die Kurve in dem 
Doppelpunkte beschaffen ist, je nachdem der erste oder 
der zweite Fall eintritt. Es sei nämlich 
(12.) F{x, y)«y3 — (a?-a)2(x-6)-0, 

oder 
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(12a.) Jf(x,j/) = j/'— a:»+(2«+ß)a?'— {o3_|_2öÄ)2; + o- 
dann wird 

(13.) I = (2 _ a) (_ 3a; + o + 26), 

\f^x, y) = 2y, 
(14) Fu = _ 6x + (4tt + 2ft), ^,2 = 0, ^22 = 2. 

Für z = o, y = werden also die drei GUeicbungen 
Fix, y) ■= 0, Fi{x, y) = 0, F^x, y) = 
befriedigt, und man erhalt 

Fii 2(o — 6), Fi2 = 0, J'as = 2. 

Deshalb wird nach &Ieichmig (Sa.) 

,16.) |=±»^^ 

Ist fl > Ä, so wird Ya — b reell; man kann in diesem 
Falle nicht nur die Tangenten in dem Doppelpunkte D mit 
den Koordinaten x = a, y — zeichnen, sondern es ergibt 
&ieh auch ans GMeichung (12.) , oder ans der Gleichung 

(12b.) y= ±{x — a) Vx^^ 

leicht die Gestalt der Kurve. Sie ist symmetrisch zur X- 
Achse, und y wird für Werte von x^ die kleiner als b sind, 
imaginär, d. h. die Kurve liegt rechts von der Geraden, 
™ ^^ welche man durch den Punkt B 

mit den Koordinaten x — ft, ^ ^ 
parallel zur F-Achae ziehen kann. 
Diese Gerade wird von der Kurve 
im Punkte B berührt; und zwar 
gehen von B aus zwei symme- 
trische Zweige der Kurve, welche 
sich im Doppelpunkte -D achneiden, 
so daß die Kurve zwischen B und 
D eine Schleife bildet (Vgl Fig, 
1670 
Ist dagegen a < 6, so folgt aus der Gleichung 

y^+{x—a}yx-b, 
daß der Punkt D mit den Koordinaten a? «= a, y = 



n 
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Fig.1«. 



wieder ein Punkt der Kurve ist. Für alle Werte von x, die 
kleiner als a sind, und für alle Werte von x^ die zwar 
größer als a, aber kleiner als b sind, wird y imaginär, so 
daß auch hier die Kurve eigentlich erst mit dem Punkte 
B beginnt, dessen Koordinaten x = 6, y = sind. Der 
Punkt D ist daher in diesem Falle 
ein yyisolierter Punkt^' oder „-Etn- 
siedler^'. Ein solcher isolierter 
Punkt ist daher auch als ein 
Doppelpunkt anzusehen, in dem 
sich zwei imaginäre Kurvenzweige 
schneiden. Deshalb werden in 
diesem Falle auch die beiden Tan- 
genten imaginär. (Vgl. Fig. 168.) 
Für 



X 



46— a 



y=± 



f 



4{b—ahb — a 



3 ^ -^ 3 r 3 

hat die Kurve zwei Wendepunkte 
TTi und W2, wie man durch die 
früher angegebenen Methoden leicht bestätigen kann 



^K 




§ 160. 

Übungs-Aufgaben. 

(Vgl. die Formel -Tabelle Nr. 285.) 
Aufgabe 1. Man soll beweisen, daß beim Folium Car- 
iesii der Nullpunkt ein Doppelpunkt ist, und soll die Rieh- 
tung der beiden Tangenten in diesem Punkte bestimmen' 
(VgLrigl69.) 

Auflösung. Hier ist 

F{x, y)^2^ + f — 3axy = 0, 



(1.) 
also 

(2.) 
(8.) 



Fi{x, y) = 3a? — 3ay, F^^x, y) = 3y^ — 3ojf, 

Fn = 6x, Fi2 = — Sa, F22 = 6y. 

Für X = 0, y = werdeo die drei Gleichungen 

F{x, y) = 0, Fi[x, y) = 0, Fd^x, y) = 
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gleichzeitigt befriedigt, folg* 
lieh ist der Nullpunkt ein 
Doppelpunkt. Um in diesem 
Doppelpunkte die Richtung 
der Tangenten zu bestimmen, 
setzt man die Werte von Fn^ 
Fi2i F21 in die Fonnel Nr. 
265 der Tabelle ein. Dies 
gibt 

(4.) 



t-<^' 



F72 



'u 



— -F12 + y Fy? — FvlFtz 



oder 

(4a.) 



!-<«« 



= lim 



3a ± y%d? — 36gy 
% ■ 



lim- 



6a: 



:r=o 3a + )/9ä2 — 36a:y 

Nimmt man in dieser Gleichung das obere Zeichen 
und setzt a: ~ 0, ^ = 0, so erhält man aus der ersten Dar- 
stellungsweise 

(6.) tgai = cx), 

während man nach der zweiten Darstellungsweise auf die 
unbestimmte Form ^ geführt wird. 

Ninmit man dagegen das untere Zeichen, so erhält 
tga nach der ersten Darstellungsweise die unbestimmte 

Form jr ^ nach der zweiten Darstellungsweise findet man 
aber 

(6.) tgaa = 0. 

Dies gibt 
(7.) ai = 900, a3-=0^ 

d. h. die beiden Koordinaten ^ Achsen sind Tangenten in dem 
Doppdpunkte der Kurve. 



Digitized by 



Google 



§ 160. Doppelpunkte; Übangs-Anfgaben. 



733 




Aufgabe 2. Man soll be- 
weisen, daß bei der Lemnis- 
kaie der Nullpunkt ein Doppel- 
punkt ist, und soll die Rich- 
tung der beiden Tangenten in 
diesem Punkte bestimmen. 
(Vgl. Fig. 170.) 

Auflösung. Hier ist 
f8.) F{x, y) = x^ + 2a^y^ ^yi — a^aP^ aY = 0, 
also 

(9.) Fi{x,y)=^4x' + Axy^—2a'x, Fix,y)=^^a?y + ^ + 2Qhj, 
(10.) Fix^V2a? + if—1a?, 2^i2 = 8xy, F^^^a? + l2f+%dK 

Für a; = 0, y = werden die drei Gleichungen 
F{x, y) = 0, F,{x, y) = 0, F^x, y) = 
gleichzeitig befriedigt, folglich ist der Nullpunkt ein Doppel- 
punkt. Um die Richtung der beiden Tangenten in dleseni 
Punkte zu bestimmen, beachte man, daß für x = 0, ^ = 



(11.) 

wird. 

(12.) 

also 
(13.) 
d^h. 



Fn^^2a^, i^i2 = 0, F^=^+2d? 
Dies gibt nach Formel Nr. 265 der Tabelle 

dy _, — Fn ± YF^- FnF2, ,. 

TZ — ^g^— tr- = ± A» 



dx 



'22 



«1 = -f 460, 02 = — 460, 
die beiden Tangenten im Nullpunkte halbieren 



tii<^ 



Winkel, welche die Koordinaten -Achsen miteinander bil^ien. 



Durch fortgesetzte Differentiation der Gleichung 
F{x, y) = 
erhält man der Reihe nach unter Anwendung der synibo' 
lischen Bezeichnungsweise die Gleichungen 



(14.) 



(15.) 



dF{x, y) ^dF dFdy ^^ 



dx 



dx 



d'Fix, y) 



dy dx 
\dx "^ dy dx/ "^ dy da? ~ ' 
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d^nx, y) 



\dx ay äx/ \{ 









dy dx/ ' ^\dxdy 
Bei einfachefi Kurve npuakten findöt man 

aus Gleichung {14.) die Größe ^ r 

dx 



(15.) 



(16.) 






ist aber der Punkt ein Doppelpunkt, so wird 

ÖF dF 

-^ = F,(x, y) = 0, ^ = F^x, ff) = 0; 

dann reduzieren sieh die Gleichungen (lö.) und (16.) auf 

oder 

(i6b.) >-„,+3f™|+3F»(DV /•«.(!)' 

Da die Gleichung (14*) Kur Berechnung von -j^ illa- 

sorisch wii'd, liefert Gleichung (15a.) die beiden Werte 
dieser Große; aua Gleichung (16aO oder (Ißb.) findet man 

dann die zugehörigen Werte von -—* 

dxr 

Für die Lenmukate wird z. B. 

{17.) Flu = 24x, Fm = Sy, Fitz ^ 8x, Fm = 24^, 

Ausdrücke, welche für jc = 0, y = sämtlich verschwinden. 
Mit Rücksicht auf die Gleichungen (11,) und (12.) geht da^ 
her in diesem Falle die Gleichung (16 b.) über in 
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(la) 3(0 + 2a» Dg = 0, oder + ßa^g. = 0. 

Die Werte von ^ sind also bdde gleich Null. Dar- 
aus folgt, daß die beiden Kurvenzweige der Lemniskate, 
welche sich in ihrem Doppelpunkte schneiden, gleichzeitig 
Wendepunkte sind. (Vgl Fig. 170.) 

§ 161. 

Mehrfache Punkte. 

(Vgl. die Formel -Tabelle Nr. 266.) 
Wenn für ein Wertepaar x, y nicht nur die Glei- 
chungen 

F(x,y)^0, Fi{x,y):=0, Fix,y)^0 
befriedigt werden, sondern außerdem auch noch die G-lei- 
chungen 

.Fn{x, y) = 0, FUx, y) = 0, F22{x, y) = 0, 

80 ist es nicht mehr möglich, die Werte von -^ nach den 

Angaben der Formel Nr. 266 der Tabelle zu berechnen; 
dann reduziert sich aber die allgemein geltende Gleichung 

^ '^ \dx "^ dy dx) '^ Kdxdy'^ dy^ dxW '^ dy d^^^ 
auf 

oder 

(2.0 f,u + 8F,„| + 8^„0+f »(*)'- 0. 

Diese Gleichung ist in bezug auf -j- vom dritten 

Orade und liefert daher drei Werte dieser Größe. In dem 
zugehörigen Kurvenpunkte gibt es daher drei Tangenten 
der Kurve, woraus man schließen kann, daß drei Äste der 
Kurve durch diesen Punkt hindurchgehen. 

Ein solcher Kurvenpunkt heißt daher ein j^dreifacher. 
Punkt der Kurve". 
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Sind auch die dritten partiellen Ableitungen von F{x^ y) 
sämtlicli gleich Null, so kann man auch aus der 0-leichung 

(2a.) noch nicht di^ Größe -p berechnen; dann gilt aber, 

wie man durch nochmalige Differentiation der Gleichung 
(1.) erkennt, die Gleichung 

welche vier Werte von -^ liefert. Der betrachtete Punkt 

dx 

ißt dann ein y^vierfacher Punkt der Kurve", denn es gibt 
in diesem Punkte vier Tangenten an die vier verschiedenen 
Zweige der Kurve, welche durch diesen Punkt hindurch- 
gehen. 

In dieser Weise kann man fortfahren und kommt 
schließlich zu dem folgenden Resultate: 

Sind die n'«* partiellen Ableitungen von F{Xj y) die 
ersten, welche für die Koordinaten x, y des Kurveifpuhktes 
P nicht sämtlich verschwinden, so findet man aus der Glei- 
chung 

»i Werte von ^> denen n Temgenten in dem betrachteten 

Punkte an n verschiedene Zweige der Kurve entsprechen. 
Der Punkt P heiß dann ein „n-f acher Punkt der Kurvef'. 

Beispiel. 

Es sei 

(6.) J'(x, y) = (ar» + jr^-y(»»-3a?) = 

die Gleichung der Kurve, dann wird 

F{x, y) = ofi-^ 3aV + Sa^y* + jy« - y3 + 3a?y, 
J^'i = 6«' 4- 12aV + ßasy* + 6a:y. 

6a;*y + 12ary + 6y5 — V + Sar*, 
\Fxv = 30a^ + 36a:V + 6y* + 6y, 
<74 i Fx2 - ^^y + 24xy3 + 6a;, 

l/'a2 = 6x* 4- 36a2y2 + SOy* — 6y, 
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iu = iaOa? + 7aiy», 1^113 = 72:1^ + 24^ + 6, 
122 = 24aj3 + 72xy2^ Fm =- 72arV + 12<y — 6. 

Für a? = 0, y = werden 
die Gleicliangen 

jp«0, -Pi = 0, JP2 = 0, 

-Pll = 0, JPi2 = 0, JP22 = 

befriedigt, folglicli ist der Null- 
ponkt ein dreifacher Punkt, in 
welchem man die Richtung der 
drei Tangenten aus Gleichung 
(2 a.) findet, indem man 

J i^iu = 0, 1^112 = 6, 



(8a.) 



\ Fi22 = 0, F222 = — 6 




einsetzt Dies gibt 



^«i-<i)'=». 



oder, wenn man die drei Wurzeln dieser Gleichang mit 
tgai, tga2, tgos bezeichnet, 

(9.) tgOi = 0, tga3- + V3, tgoa VS, 

(10.) 01 = 00, aa = 60», 03 = 120«. 

(Vgk Fig. 171.) 



§ 162. 

Spitzen oder RQckkehrpunkte. 

(VgL die Formel- Tabelle Nr. 267.) 
In Formel Nr. 265 der Tabelle, nämlich in der Glei- 



chung 
(1.) 



— Fa±yFvi' — FiiFa 



dy. 

dx Fza 

welche die Richtung der beiden Tangenten in einem Doppet- 
punkte lieferte, kann es vorkommen, daß 
(2.) Fn' — FnFn = 

wird, ohne daß die drei Gleichungen 

Kiapart, DiffarantUl-BaohnonK. 
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738 § 162. Spitzen oder ItEck kehr punkte. 

gleichzeitig erfüllt sind. Dann sind die beiden Werte von 

-— einander gleich, d. h. die beiden Tangenteyi fG^en in eine 

zusammen. Durch den betrachteten Punkt gehen daher 
^wei Zweige der Kurve, die sich gegenseitig berühren, 
iliorbei werden im allgemeinen die beiden Kiirvemsweige 
nur auf der einen Seite des betrachteten Punktes reell sein^ 
während sie auf der anderen Seite imaginär werden. Man 

Fig. ITSl F%. 173. 





kann sich diesen Fall aus dem allgemeinen so entstanden 
denken, daß sich eine Schleife immer weiter zusammen- 
zieht und schließlich zu einem Pimkte zusammenschrumpft. 
(Vgl Fig. 172 und 173.) 

Man kann sich aber diesen Fall auch durch die fol- 
gende Rechnung klar machen. Es sei z. B. 

(3.) y = 9<^) ± (j: — a) VvK^Jt ^ 

wobei g^x) und ip{x) rationale Funktionen sein mögen, die 
für £ = a nicht unendlich gi'oß werden ; dann ist 

U.\ f = 9'ix) + ^^^-^ + ^"^ ~ "^'^^''^ • 

dx ^' '- 2Vtf>{x) 

Aus Gleichung (3.) findet man andererseits durch Fort- 
schaffen des Wurzelzeichens 

(5.) F{x, y) = [y- (p{x)f - {x - afvix) = 0, 

( Fi(x, y)=—2[y—^x)y{x)-'Hx-a)ri>(x)-{x-afy/{x), 
^*'-' \Fix,y)= + 2[y-9>{x)], 

Fn = + 2g>'{xf -^ 2[y - g>{x)y{x) — 2tp{x) 
(7.) I — 4(x — a)y/{x) — (x — aftp"{x\ 

Fa=- — 2g/(x), JP22= + 2. 
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Deshalb erhält man für x = a, y = g>(a) 

(a) F{x, y) = 0, Fi{x, y) = 0, F^x, y) = 0; 

(9.) Fn = 2g/(ay — 2fp{a), Fi2 = -2q>'(a), ^22= + 2. 

Aüfl den Gleichungen (8.) folgt, daß der Punkt mit 
den Koordinaten a: = a, y = g){a) ein Doppelpunkt ist,^ und 
aus den Q-leichungen (9.) ergibt sich, daß für diesen Doppel- 
punkt 

(10.) tg« = §==^?a±l^E?^=y.(a)±y^j. 

Dasselbe Resultat findet man noch leichter aus Grlei- 
chung (4.). 

Wenn sich nun der Faktor x — a noch einmal von 
der Funktion fp(x) absondern läßt, so daß für x = a 

(11.) Fii' - FiiF22 = 4:tp{a) = 

wird, so fallen die beiden Tangenten im Doppelpunkte der 
Kurve in eine zusammen, und die Kurve selbst hat in deni 
Doppelpunkte eine Spitze, wenn tp{x) mit x — a zugleich 
das Vorzeichen wechselt. Wird z. B. 

y^x) > für X < a und tp(^x) < für x > a, 

wobei (vom Vorzeichen abgesehen) nur hinreichend kleine 
Werte von x — a in Betracht kommen sollen , so sind die 

beiden Werte von y und von -^ nur dann reell, wenn 
^ dx 

x^a ist; sie werden imaginär, wenn a? > a ist Wird da- 
gegen 

tp(x) < für X < a und y^x) > für x > a, 

dy 
so sind die beiden Werte von y und von -.- nur dann reell, 

wenn x ^ a ist; sie werden imaginär für x < a. 

Die beiden Kurvenzweige haben daher in dem Dopj^el- 
punkte dieselbe Tangente und endigen in diesem Punkt t*, 
so daß der eine Kurvenzweig als die Fortsetzung des an- 
deren betrachtet werden muß. Ein solcher Punkt heißt 
demgemäß eine ^Spitze oder ein Bückkefirpunkt der Kurve '\ 
imd die zugehörige Tangente heißt „Rückkehrtangente'. 
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§ 162. Spitzen oder Rückkehr punkte. 



Eine Spitze ist gewissermaßen der Übergang von einexa 
eigentlichen Doppelpunkte zu einem isolierten Punkte, eben- 
so wie eine quadratische Gleichung mit zwei gleichen Wur- 
zeln den Übergang bildet von einer quadratischen Gleichung 
nait zwei reeUefi> Wurzeln zo einer mit zwei imoffinären 
Wurzeln. 

Beispiel 1. Das in § 159 gewählte Beispiel 
^{^r y) ^f — ix—anx ^ 6) -0 
liefert einen eigentlichen Doppelpunkt ^ wenn fl > 6, einen 
isolierten Punkt, wenn a < Ä, und eine Spitze y wenn a^^b 
ist. In der Tat, dann wird 

(120 ^V, y) = y^ — {x-af, 

(13,) Fdx, y) = ^ 3(ar ^ a)^ F^ix, y) = 2y, 

(U.) Fn= — 6(x-a), J^i3 = 0, F^=^2, 

folglich ist für x^ a^ y^O 

(15.) F{x, y) = 0, Fix, y) = 0, F2ix, y) = 

und 

(16.) Fi2^^FnF22 = 0. 

Hier kann die Gleichung der Kurve auch in der Form 
{17.) y=±(a:-a)l/^=^ 

geschrieben werden; dies gibt dann 



Flg. 174. 




(la) 






und man erkennt, daß y nur reell ist, 
wenn x^a, und daß für x=^a die 
beiden Tangenten der Kurve mit der 
X-Achse zusammenfallen. Der Punkt 
8 mit den Koordinaten a; = a, y = 
ist daher eine Spitze der Kurve. (Vgl 
Fig. 174.) 
Nach den Gleichungen (36.) in § 100 hat 



Beispiel 2. 

die Kardioide die Gleichung 

(19.) r = acos20) 

oder (vgl Gl. (36a.) auf Seite 601.) 
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(20.) l^(a:,y) = 4ar* + 8xV + 4y*— 4«^— 4«^*— äV = 0- 

Man kann jetzt zeigen, daß diese Knrve im Nullpunkte 
einen Bückkehrpunkt (eine Spitze) hat, und daß die zu- 
gehörige Rückkehrtangente mit der X-Achse zusammen- 
fällt. (Vgl. Fig. 175.) 

In der Tat, hier wird ^- "^ 

(21.) Fi(a:, y) = 16a? + 16xy« 

— 12ax« — 4ay«, 
(22.) Ft{x,y)=16xh/+167^ 

— 8axy — 2a\ 
(23.) J^u(a:,») = 48x«-|-16y«--24ax, 
(24.) Fig{x,y)=32xy — 8ay, 
(25.) F2ix, y) = l&c« + 48y« 

— Sax — 2a\ 
Für a? = 0, y = erhält man daher 

(26.)i^i(a:,y) = 0, F^x,y) = 0, Fnix,y) = 0, Fdx,y) = 0, 




also 



F2t{x,y) = — 2a^, 



Fig. 17a 



(27.) 2^12« -2^111^22 = 0, tga = ^ = -^^ = 0, also « = 0; 

d. h. der NuUpunkt ist eine Spitze der Kurve, und die Tan- 
gente in diesem Punkte fällt mit der X-Achse zusammen. 

Beispiels. Die Hypo- 
zykloide mit den Glei- 
chungen 
(2a) X = fl[2cos^ -h cos(20] , 

y = a[28in< — sin(20], 
welche auch „die Steiner- 
sehe Kurve^ genannt wird, 
hat drei Spitzen, wie schon 
aus der Erzeugungsweise 
unmittelbar hervorgeht. 
(Vgl. Fig. 176.) 

Die Koordinaten der 
Spitzen sind 
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742 § 162. Spitzen oder Rückkekrpunkte, 



3a 


yi = u, 

y. = + ^;V3, 


3a 

X3 = - 2 ' 


l/a=~^V3. 



Man kann dies durch die vorstehend entwickelten 
Methoden bestätigen. Eliminiert man nämlich t aus den 
Gleichungen (28.), so erhält man 
(29.) F(x, y)=y*+^^x^+12ax+9a^) + (x+a){z—daf=0. 

Daraus folgt 
(30.) Fi{x,. y) = 2y\2x + 12a) + ix(,x - 3a)«, 
(31.) F2{x, y) = V + ^.^^ + 12aa; + 9«*), 
(82.) Fii = iy^+12{x — a)(x — Sa), Fi2 = Sy{x + 6a), 
F-i2 = 12^2 + Mx^ + 12aa; + ^a\ 

Für a; = 3a, y = wird 

I ii^(x, y) = 0, Fix, y) = 0, Ft{x, y) = 0, 

^^^'^-^ lFu=0, J'i2=0, iJ'2a=216a*, also Fxt^-^FuFii=0. 

Dabei fällt die Rückkehrtangente mit der X-Achse 
zusammen, weil 

(34.) JJ' = _-^I?=0 

^ ' dx Fii 

wird. 

3a „ 27a« 

Für X = — -ö- 1 y* = —^ 

wird nach den Gleichungen (29.) bis (32.) 
^, ^ 729a* , 27aV9a* iq«.q2\ «/ 9a\3 _ 

i^(«', y) = -16--+ - 2- ( 4— ^^'^ + ^V-2\- 2)= °' 

T,, ^ 27a« _ „ / 9a\2 /243 243\ „ _ 

1^2(0:, y) = 4y[?^'^*H-^^'-9a«] = 0, 

l'ii(a;, y) = 27a« + 3(— 9ä)(— 5a) = 162o«, 

Fx^x,y) = 9nf^^ = may, 

Fn{x, y) = 81a« + 9a« — 72a« + 36a« = 54a«, 
also 
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Fi2^ — FnFn = 1296aV _ 27 . 324ä* = 0. 

Deslialb sind die Punkte B und C mit den Koordi- 
naten 

a:Ä = — -g-» ya = + Y^S und 0:3 = — — , y^=__|/3 

Spitzen; und für die Richtung der Rückkehrtangenten 
findet man 

(85, ^„ = -J..=_g-r=TV3, 

also 

(36.) tgoa = — V3, a2 = 1200; tga» = + K3, ag = — 120<^. 

Andore Beispiele für das Auftreten von Spitzen liefern 
die anderen EpizykUnden und Hypozykloiden ^ insbesondere 
die Ästraide^ ferner die Evoluten oder Krümmungsmittd' 
punktS' Kurven. 

Q-ewöhnlich wird von den beiden Zweigen einer Kurve, 
welche in einer Spitze zusammentreffen, der eine nach oben 
konkav und der andere nach oben konvex sein, so daß die 
gemeinsame Tangente zwischen beiden liegt, wie bei den 
vorstehenden Aufgaben, sowie bei der Evolute der Parabel 
(Fig. 113 auf S. 474), der Ellipse (Fig. 114, 115 und 116 
auf S. 47B und 476) und der Hyperbel (Fig. 117 auf S. 477). 
Diese Spitzen nennt man „Spitzest erster Art^^. Es können 
aber auch die beiden Zweige, welche in einer Spitze zu- 
sammentreffen, auf derselben Seite der gemeinsamen Tan- 
gente liegen. Es sei z. B. 

G 

(37.) y^:c'^x\ 

oder 

(38.) F{x, y) = f — 2aPy + a^ — a^ = 0. 

Hier wird 
(39.) Fi{x,y) = -ixy + 4a^ — 5a^, Fix,y) = 2y — 2x^, 
(40.) jPu = -4y^- 12x2 — 20a;», Fi2 = — 4x, JP22 = 2. 

Für x = 0, y = verschwinden JP(x, y), Fi{x^ y), 
F^Xy y), folglich ist der Nullpunkt ein Doppelpunkt. Da- 
bei wird 

(41.) t«<.-|_-ik±WzL£L!^_0, 
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d. h. die Tangenten an die beiden Karvenzweige in diesem 
Doppelpunkte fallen mit der X-Achse zusammen. Deshalb 
hat die Kurve in diesem Doppelpunkte eine Spitze. Daß 
der Nullpunkt wirklich eine Spitze ist, erkennt man aus 
Gleichung (37.), weil y imaginär ist, sobald x negativ wird. 
Ferner folgt aus Gleichung (37.) 

Das doppelte Vorzeichen in den Gleichungen (37.) und 
(42.) entspricht dem Umstände, daß jedem Werte von x 
zwei Werte von y, also auch zwei Punkte der Kurve zu- 
geordnet sind. 

^^ Im Nullpunkte fallen diese 

beiden Punkte zusammen und 
gleichzeitig auch die beiden Tan- 
genten. Solange x<l ist, liegen 
auch beide Zweige der Kurve 
über dieser gemeinsamen Tan- 
gente, nämlich über der X-Achse, 

y -.^^ weil beide Werte von y positiv 

sind. Für kleine Werte von x, 

64 
nämlich für x<^r^r=-i werden 

dhj 
sogar beide Werte von ^~ positiv, deshalb sind beide 

Zweige der Kurve in der Nähe der Spitze nach oben konkav; 

erst für 

x=.^ wird ^-2- — Vi~0 

d. h. der untere Kurvenzweig hat in dem zugehörigen 
Punkte einen Wendq^unkt TT, in dem er sich von der Kon- 
kavität zur Konvexität wendet 

Eino solche Spitze nennt man eine „Spitze zweiter 
ÄrV' oder „Schnabd- Spitze"'. (Vgl. Fig. 177.) 
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XXI. Abschnitt. 

Herleitang der Taylorschen Keihe 
für Funktionell Ton mehreren Yeränderliehen. 
Homogene Funktionen. 

§ 163. 

Die Taylorsche Reihe 
für Funittionen von mehreren VeränderÜchen. 

{Vgl. die Formel-Tabelle Nr. S68.) 

Es sei 
(1.) * = fix, y) 

eine Funktion von zwei Veränderlichen, dann kann man 
f{x + k^ y + ft) in ähnlicher Weise nach Poten2en von h 
und k entwickeln, wie früher (§ 36 und 38} fix + h) nach 
Potenzen von k entwickelt wurde. 

Man findet diese Entwickelung sehr leicht^ indem man 
anmächfit 

ht statt A, M statt k 

achreibt und f{x + Ä^, y -\-M) nach steigenden Potenzen 

von t entwickelt. Dies geschieht nach der Mac-Laurtn- 

schen Smhe in folgender Weise, Man setze 

(20 x + M^u, x^ki^v, f(u,v)= F(th 

dann wird nach Formel Nr, 92 der Tabelle, wenn man f 

mit F und x mit t vertauscht, 

(30 JTO - F{0) + ^j F%0) + ^ ^"'(0) + - ' + ^ i^-HO) + M, 

Bei der Bildung von F'{t), F''(t)^,.- muß man be- 
achten, daß für diese Rechnung t die einEtffe Veränder- 
liche iat^ während x^ y^ hj k kondant bleiben, daß also 
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Vi, , du dv ^ 

wird. Dadurcli erhält man nach Formel Nr, 236 der Tabelle 
F{t) = fiu, V), 

jfi/m _ ^f'^^ *') ^f du df dv _ ö/' c'/' 
" ^'>-'dt °du dt "^ dv dt ~ du^^ dii^' 



(5.) 






I 



^"'<'>-^-i'^-'=a"+f{") 



Die Formel Nr. 236 der Tabelle ist hier anwendbar^ 
weil u und v lineare Funktionen von t sind* Für t = wird 

^U) w_^, t;-^, c/w"" "öx ' 6v " ■%'* 
Die Gleichungen (6.) ergeben sich auch daraus, daß 
au __ ^^' _ 1 

ist; denn deshalb wird für beliebige Werte von t 
df(u, V) __ df{u, v) du __ df{u^ v) 

dx "~ du öx ~" du 
df(u, v) _ ö/*(u, v) dv _ df{u^ v) 
dy ~~ dv dy '~ dv 
Ähnliches gilt für die höheren Ableitungen. Daraus 
folgt 

F(0) = f{x, y). 

ex oy 



(7.) 



\ ox öy / 



/ dfix+e ht y+eu)^ ^(^±®*^' y+^^^fcN"*^''. 

\ öx öy / 
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§ 163. Die Tayhrsche Reihe. 747 

Setzt man diese Werte in die Q-leichung (3.) ein, so 
erhält man 

(8.) F(t)=^f{x + ht, y + kt)^ 

wobei 

(n + 1)! V dx ^+ d^ V ' 

oder, wenn man die zweite Form des Bestes anwendet, 

(10.) Ä= '-" [F^''\9it) — F^''\Ö)] 

«! L\ dx dy ) 

Setzt man schließlich t gleich 1, so geht Gleichung 
(8.) über in 

wobei 

(9 a.) i? = 

(n + lj!\ öx "^ öy / ' 

oder 

'^ w!L\ dx dy ) 
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§ 164. Homogene Fimktioaeii, 



In den vorstehenden Gleichungen ist wieder von der 
$ymbdw€hen Bezeichntinga weise Gebrauch gemaclit, nach 
welcher z» B» 



G^'+I0"= 



dy / ax^ ' amoy ay^ 

= fn{x, .y]h^ + 2/ig{x, y^ift + Hx, y)k^ 
wird. Die Größe B liegt dabei immer swiachen und + 1- 

Diese Art der Entwickelung läßt sich ohne weiteres 
auf Funktionen von drei oder von mehr Veränderlichen 
übertragen. So ist e. B, 

{12.) Ax-HÄ, y + k, ^ + ?) = /^(x,y,„)-j-(gA-fgt4-gl) 



K'fk^'Sk^^Sl 



+^(.i^* + i;,* + üO 



ß^ 



+^M'' + 'I^+¥jT+«. 



n\ \dx dy dz 
Aus der Taylor mhen Reibe für Funktionen von meb- 
reren Veränderlichen läßt sich daon auch die Mac-Laurin- 
sche Reihe herleiten* So braucht man z. B. bei Funktionen 
von drm Veränderlichen nur 

zu setzen und dann 

X statt A, y statt 1% 2 statt l 

zu achreiben, um die Funktion nach steigenden Potenzen 
von z, y und z zu entwickeln- 



§ 164 

Homogene Funktionen. 

(Vgl die rormel^ Tabelle Nr. 26Ü.) 
Erklärung. Eine Funktion 

iU Z ^f{Xx, JOt,...Xn) 

von n Veränderlichni Xi, Xt,.^.x» heiß eine ^.honiogfmt 
Funktiofi m^""** OradeB'% wenn sie sieh durch Muliiplikaiiün 
der sämtlichen Yeränderlichen mit ein und demselben Faktor 
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t in sich sdbat verwanddtj multiplimert mit der m^™ Potenz 
dieses Faktors. 

Eine homogene Panktion m**^ Grades wird daher er- 
klärt durch die Gleichung 
(2.) f[txi, ix^,.,, ix^) ^ f^fiXiy Xt,..,Xn)* 

So ist z. B. 

f{x^ y^ ar) == ac^ — 2ac*y — 4yj2s* — Ixyz 
eine homogene Funktion drittefi Grades von x^ y^ s\ 



and 



f(^^y^,) = :c^+Bxy + ^-^-^^ 



fix, y, z) = V:c* + y* — 



3xyz 



Vx^ — z^ 
sind homogene Funktionen zweiten Graded von x^ y^ z\ 

x + y , y -i- ^ , z + x 



fix, y, z) 



+ .7tt^ + 



ist eine homogene Funktion ntdUen Grades von as, y^ z, 

Satl 1. Ditndiert man eine homogene Fujiktion m**** 
Grades durch die m*^ Potenz einer ihrer Veränderlichen, 
z. Br durch Xn*^ j so wird der Quotient nur von den n — 1 
VerhältnUeefi der übrigen Veränderlichefi zu dieser einen 
abhängen j d. h, der Quotient ist nur noch eine Funktion 
von *t — 1 Veränderlichen 



Xi 

— - 1 



Xt Xn^i 



Beweis« Nach VorausBetaung ist ^ 

setzt man in dieser Gleichung t ^ —^ so erhält man 



f(x\^ J^, Xm^U ^m) 



Sitz 2< -äw# mner nicht homogeneti Funktion von 
n — l Veränderlichefi f{ui, wg, _,ii^_t) kann man eine 
homogene Funktimi m'*'* Grades v<m n Veränderlichen maehen^ 
indem man 
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Ui = — , U2 = — ^-«pi-l ^ -— 

aefzi und die Funktion mit «^** nwHipiizim± Dabei ist der 
Exponent m noch ganz beliebig. 
Beweis. Vertauscht man in 

(4.) rr.-9>(gi ^'••~) = A:ri, ^i^,--.^) 

Xi mit txij X2 mit tx2,...Xn mit txn^ so geht Gleichung 
(4.) über in 

t'^Xn'^9>(^^ ?'---^)=A^^l, tx^,...tXn), 

folglich wird 

f{txi, fa?8, . . . te«) = f^fixi, a;2, . . . a;«). 

Ist 9(ui, 2^,. . .Um.-.i) eiiie ganze rationale Funktion, 
so vßrfügt man über die beliebige Zahl m gewöhnlich so, 
dal> auch die homogene Funktion /(a*i, X2,.. .x^) eine ganze 
rationale Funktion wird. 

Man kann diesen Satz benutzen, um G-leichungen 
zwischen x, y oder zwischen x, y^ z homogen zu machen, 
wodurch ihre Behandlung für viele Zwecke bequemer wird. 
Ist z^ B. die Gleichung 

(o*) anx^ + 2ai2xy + a22y^ + 2ai3X + 2028^ + aaa = 
gegoben, so setze man 

Xi X2 

X = —1 V = — 

Xd Xs 

nncl multipliziere mit xa^. Dadurch erhält man eine Tiomo- 
getift Gleichung zweiten Grades mit drei Veränderlichen a?i, 
7>i^ x^y nämlich 
(6.) öl, xi^ + 2ai2X\X2 + 022X2^ + 2aiapCiXs + 2(i2a!X^3 + cbs^ = 0. 

Indem man 

Xa = 1, also xi = a:, a^ = y 
setzt, kann man dann jederzeit von den homogenen Glei- 
chungen zu den nicht homogenen zurückkehren. 

Satz 3. D^ie ersten partiellen Ableitungen einer homo- 
genen Funktion w'«* Grades sind sltmtlich homogene Funk- 
Honen {m — l)'***» Grades. 
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Beweis. Bezeichnet man, ^ie gewöhnlich. ' 

—-—Q^ mit Uscx , Xj,... Xn) 

und setzt 

(7.) tXi « Ui, ^X2 = U2, . . . tXn = W«, 

80 folgt aus der Voraussetzung, ^ämlich aus der G-leichung 
oder 

(a) f(Ui, Ut,..,Un)'= t^fiXi , X2,..,Xn) 

durch partielle Differentiation nach Xa 

faiUi, U2, . . . W«) . ^ = ^/*a(a:i, X2,... Xn\ 

oder 

(9.) /"«(tei , tXt....tXn)^ P^HaiXi , X8 , . . . X«) , 

d. h. fa{xi^ X2y...Xn) ist eine homogene Funktion (m — l)**** 
Grades, wobei a die Werte 1, 2, . . . n haben darf. 

In derselben Weise kann man zeigen, daß jede zweite 
partielle Ableitung von einer homogenen Funktion m^^ 
Grades eine homogene Funktion (w — 2f^ Grades, all- 
gemein, daß jede partielle Ableitung r^^ Grades eine 
homogene Funktion (w — r)^" Grades ist 

Differentiiert man Gleichung (8.), indem man t als die 
einzige Vei-änderliche ansieht, so erhält man nach Formel 
Nr. 236 der Tabelle 

fl(Uu Ut,...Un).Xi-\' fi(Ui, t<2,...t«»).X2 H 

+ fn{Uu M2, . . . U„) . X^ = mt^-^fiXx, Xg, . . . X„), 

oder für ^ = 1 

fl{Xiy Xij...Xn)- Xi -{- Mxi, Xi,,. ,Xn),Xt + '" 

+ fJixu a^, . . . x^) . x^ ^ fnfixij xg, . . . a;«). 
Dies kann man noch einfacher schreiben, indem man 

f{Xi, X2,...Xn)^Z 

setzt; dann erhält man nämlich 

(10.) «x^^^+a^^_,.^ + -. + x.^^^-w. 
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Beispiel. 

Es sei 
(11.) 5f = aiiXi*+2ai2XiXa+ a2AX^^-\-2ai^pCiXQ-\-2ct23P0^^ + flsaJCa*» 
Qud 

dann findet man .# 



(12.) 



^- = 2(a3iari + Oaa^ + 



rJtf z?-" /9ir 

(13.) ^i ^- + ^ ^ + ^3 ö^ == 2xi(aaari + 0132:^ + ffisS^) 

+ 2xa{aaiXi + 0^2^ + a^s^^) 
^enn man beachtet, daß -3 — 1 -^ — j*.. -^ wieder 

OXi OXg ÖXn 

homogene Funktionen (m — !)*•' Ordnung sind, so folgt 

dz 
aus Gleichung (10,), indem man ^ mit ^^ — und«imitfn — 1 

vertauscht, für a =^ 1, 2, . . . n 

dH ^ ÖH ^ ^ ö% , ,, dz 





+ 


BH ^ 


... 


+ Xn 


dajgdxn 


= (m- 


'ÖS!» 




+ 


^^ dxtdx» 


+ 


••• + 


'"dx-' 


^(ffl- 


1- Ö* 



Multipliziert man diese Gleichungen bezw, mit xi, j^, 
...JT^ und addiert sie, so erhält man unter Anwendung der 
symboHachen Be2eichnungs weise und mit Rücksicht auf 
Gleichung (10,) 

<^*^ (^'0^+^-0^ + - + ^- dxj = "'<"' - '^'' 
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§ 164. Homogene Fouktionen. 753 

In dieser Weise kann man fortfahren und findet 

(dz dz dz V*") 

Durcli diese Formidln kann man die Gleichtmg der 
Tangente einer ebenen Kurve und die Gleichung der Tan- 
gentialebene einer Fläche vereinfachen. 

Es sei z. B. 
(16.) y = fix), oder F{x, y) = 

die Gleichung einer Kurve n*«^ Grades, so erhält man nach 
Formel Nr. 144 der Tabelle für die Tangente die Gleichung 

oder 

(17.) Fx(x, y) (a/ - X) + Ft{x, y)(l/ — y)=^0. 

Macht man jetzt aber die Gleichung (16.) homogen, 
indem man 

(18.) x = ?i, y = ^ 

Xa xs 

setzt und mit x^^ multipliziert^ so wird 

(19.) ^^''^^^ ^ = ^^^' X2,Xs)^0. 

Daraus erhält man durch partielle Differentiation 
nach xi und xa 

Deshalb geht G-lelchnng (17.), wenn man sie mit x^" 
multipliziert und 

Xs Xs 

setzt^ über in 

(20.) Giix'i — xi) + (?8(a/2 — a^sj) = 0. 

Nun ist aber nach Gleichung (10.) 
(21.) O1X1 + O2X2 + GsPCü = nO{xi, X2j X3) = 0, 

Kiepert, Differential -Reolmiin^. 48 
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754 § 164. Homogene Funktionen, 

folglich erhält man durch Addition der Gleichungen (20.) 
und (21.) für die Tangente die Gleichung 

(22.) Oix'i + 02X^2 + O3PC3 == 0. 

Indem man zum Schlüsse 

a;ä = 1, also Xi = x, rr^ = y, a/i = x', x^2 = y' 
setzt, gehen 

0{Xi, a^j, xa), Gl, O2 
bezw. in 

F{x, y), Fl, F2 

über. Diese Form für die Gleichung der Tangente ist ein- 
facher als die bisher benutzte, denn die "Gleichung (17.) ist 
in bezug auf x und y vom w*®^ Grade, während die Glei- 
chung (22.) nur vom (n — 1)*®" Grade ist. 

Beispiel. 

Macht man die Gleichung der Ellipse homogen, so 
erhält man 

(23.) 0(:xu X2, xs) = hW + a'x2^ — a-b^x^^ = 0, 

folglich wird 

(24.) Ol = 2ö«xi, O2 = 2a2x2, Ö3 == — 2a%^'x:^, 

so daß man für die Tangente die Gleichung 

(25.) h'^xixfi + «2^2X^2 — a%^x^^ = 

findet, die für x^ = 1 in 

(25 a.) h^xx" + ah^y' — a%^ = 

übergeht. 

Man erkennt, daß das hier allgemein erläuterte Ver- 
fahren bei den in § 89 behandelten Aufgaben bereits An- 
wendung gefunden hat. 

Ist 
(26.) F{x, y,z) = 

die Gleichung einer Fläche w^° Grades, so hat nach Formel 
Nr. 254 die Tangentialebene im Flächenpunkte P die Glei- 
chung 

(27.; Fi{x' - X) + F2{y' - y) + F^z' - z) = . 



Digitized by VjOOQ IC 



§ 164. Homogene Funktionen« 755 

Macht man GMeichung (26.) homogen, indem man 

Xi Xi Xs 

Xi Xi Xi 

setzt nnd mit Xi^ multipliziert^ so erhält man 

(26a.) X4rF(^^ ~, -)^G{xu X2, xs, 0:4) = 0. 
\a;4 X4 xj 

Daraus ergibt sich durch partielle Differentiation nach 
rt/'i, X2 und x^ 

x^n-\p^il^, -> ~)= Öi(a:i, Xfe, Xö, T^y 
\Xi. X4 xj 

•^**"'^*G' 'S' ID^ ^(^^' ^' ^' ^^)' 

x^-^F^^'^ ^' ^^ ^^^^^' ^' ^^' ^^^ 
Deshalb geht (Gleichung (27.), wenn man noch 

X4 X4 074 

setzt, über in 

(27 a.) öi(x'i — xi) + (?j(a:'2 — a:i) + 08(3/8 — a:3)-0. 

Nun ist aber nach Gleichung (10.) 
(28.) OiXx + Ö2X2 + ÖaXa + G^4. «= n<?(xt, X2, iCä, 3:4) = 0, 
folglich erhält man durch Addition der Gleichungen (27 a.) 
und (28.) für die Tangentialebene die Gleichung 
(29.) öia/i + (h7f% + öax's + 6^4X4 = 0. 

Indem man zum Sclilusse 

0:4=1, also Xi = x, xä = y, X3 = 2r, 
x^i = a/, x'2 =* y'i x'a = zf 
setzt, gehen 

(?(a;i, X2, xa, X4), öi, ©2, ßs 
bezw. in 

i5'(x, y, z), Fl, Fa, -Pa 

über. Diese Form für die Gleichung der Tangentialebene 
ist einfacher als die bisher benutzte, denn Gleichung (27.) 
ist in bezug auf x, y, z vom n^^ Grade, während Gleichung 
(29.) nur noch vom (n — !)*•** Grade ist 
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BelspieL 

Macht man die Gleichung des EUipsoids 

hömogetl, so erhält man 

(30.) 0{x,, xz, x,u 3^4) = ^ + p' + ^i - x,^ - 0, 
folglich wird 

(3L) Öi = -s-' G3 = ~p-' Ö^=7r^ (?4 = — 2X4, 

50 d&ß man für die Tangentialebene die Grleichung 

(32.) ^f^ + ^ + ^^-:rr = 

findet^ die für ar* = 1 in 

(3-3-) ^ + ^ + ^-1=0 

übergeht 

Man erkennt, daß auch diese Vereinfachung bereits 
in § 153 zur Anwendung gekommen ist 
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XXII. Abschnitt. 

Maxlma und Itiiiima der Funktionen 
TOU mehreren YerSnderllchen. 

§ 165. 

Maxima und Minima der Funktionen 
von nrei voneinander unabhängigen Veränderlichen. 

(Ygl die Formel- Tabelle Nr. 270.) 
Es sei 

(1.) z--my) 

eine stetige Funktion der beiden voneinander unabhängigen 
Veränderlichen x und y\ man nennt dann z ein Maximum^ 
wenn 

f{x, y) >nx + h,y + Je) 

wird für hinreichend kleine, im übrigen aber beliebige, po- 
sitive oder negative Werte von h und k. Dagegen nennt 
man e ein Minimum^ wenn für die angegebenen Warte von 

h und k 

f(x, y) <f{x + h,y + k) 

wird. Um die Werte von x und y zu bestimmen , für 

welche e ein Maximum oder ein Minimum wird, muß man 

also untersuchen, für welche Werte von x und y die 

Differenz ' 

(2.) j^f^x + h,y + k)-fix,y) 

beständig negativ^ bezw. beständig positiv ist 

Zu diesem Zwecke entwickelt man ^ mit Hilfe des 

Toylc^rschen Lehrsatzes nach steigenden Potenzen von h und 

ft, wobei vorausgesetzt wird, daß f{x, y) und die vorkom- 
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"^58 § 165. Maxima und Minima. 

menden Ableitungen davon für die betrachteten Werte von 
X und y stetig und endlich sind. Dann erhält man nach 
Formel Nr. 268 der Tabelle 

(3.) f(x + h,y + k)=^f{x,y)+(^^h + ^k) + Rl 

dabei ist, wenn man die zweite Form des Bestes anwendet 
und bei den Index 1 fortläßt, 
(40 B - [fi{x + eh,y + Bk) - fix, y)]h 

+ [f2{x + eh,y + oft) - f2{x, y)]k. 

Da die Stetigkeit der Funktionen /i(x, y) und /2(x, y) 
Vorauagesetzt wird, so kann man die absoluten Beträge der 

Differenzen 

fi{x + eh, y+ek)-fi(x, y) = a, 
\md 

f2{x + eh,y + ek) — Ux, y) = as 

für Idnreichend kleine Werte von A und ft so klein machen, 
aU man nur will, z. B. kleiner als die beliebig kleine 

dfix v) 
Größe a. Wäre jetzt ' ^ = /l(a;, y) von Null verschie- 
den, so könnte man ft = und h so klein machen, daß 

•a<|A(a:, y)\ 
wird. Da nun aber 

(5.) R = [fix + ÖA, y) —fix, y)]h = a,h 

wird, wobei ax seinem absoluten Betrage nach noch kleiner 
ist als o, so hat 

(6.) J = fix, y)h + R = h[fix, y) + aj 

dasselbe Vorzeichen wie fix, y)h. Deshalb wechselt J mit 

h Singleich das Zeichen, ist also weder beständig negativ, 

noch beständig positiv. Daraus folgt, daß f{x, y) nur dann 

ein Maximum oder ein Minimum werden kann, wenn 

(70 fix, y) = 

ist. Die Notwendigkeit dieser Bedingung erkennt man 

scholl daraus, daß f{x, y) ein Maximum bezw. ein Minimum 

lihnbrn muß, wenn man y als unveränderlich, also x als die 

eiuzige Veränderliche betrachtet. Wie nun f{x) nur für 

Werte von x ein Maximum oder ein Minimum w^erden 
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konnte, für welche fix) = wurde (vgl. Formel Nr. 128 
der Tabelle), so kann hier /"(x, y) nur für Werte von x und 
y ein Maximum oder ein Minimum werden, für welche die 
Gleichung (7.) befriedigt ist. 

Ebenso kann man jetzt aber auch zeigen, daß 

(8.) Hx, y) = 

sein muß. Aus den Grleichungen (7.) und (8.) findet man 
dann die Werte von x und y, für welche inöglicherweise 
ein Maximum oder ein Minimum von /"(x, y) eintritt. 

Ob für die so gefundenen Wertepaare von x und y 
wirklich ein Maximum oder ein Minimum eintritt, darüber 
entscheidet in vielen Fällen schon der Charakter der Auf- 
gabe, wie das folgende Beispiel zeigen möge. 

Aufgabe. In der Ebene seien beliebig viele Punkte 
Pi, Pa, . . . Ph niit den Koordinaten xi, yi; xg, y>\ . . . x„, yn 
gegeben; ihre Massen seien bezw. Jfi, J/i,. .. 3/«; man soll 
die Koordinaten eines Punktes P finden, so daß die Summe 



3/l.PPL' + 3f2.PP2' + ..+JJfn.PPn' 

ein Minimum wird. 

Auflösung. Hier ist die Funktion, welche ein Mi- 
nimum werden soll, 
(9.) fix, y) = 3fi[(x-xi)2+(y-yir-j+ Jf2[(x-X2)2+(y-y2)2J 

+ . . . + Mn[{x — x^f + iy - ynfl 
also 

\h{x,y)^2Mi{x-Xv)+2M2{x-X2) + ''"\-2Mn{x-Xn). 
^ '^ lr2(x,y)=2Jfi(y-j/0+2JI/3(y-7/2)-f ' + 2Mn{y-yn\ 
Indem man 

A(^, 1/) = und Ux, y) = 
setzt, findet man 

_ MiXj + 3/2X2 H h M„Xn 

^~ M^ + M2 + ^" + Mn ' 

_ Miyi + ifgys H h M^yn 

^"~ M, + M2 + '- + M, 

Da bei dieser Aufgabe sicher ein Punkt vorhanden 
iBt, welcher die Eigenschaft des Minimums besitzt, und da 



(11.) 
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man nur ein einziges Wertepaar von x und y findet, fär 
welches die beiden notwendigen Bedingungen erfüllt sind, 
so muß dieses Wertepaar das Minimum liefern. 

So einfach ist aber die Entscheidung im allgememen 
nicht. Es ist vielmehr bei der Untersuchung besondere 
Vorsicht erforderlich, denn, wenn man auch von den Aus- 
nahmefällen ganz absieht, so kann man zeigen, daß in der 
Hälfte aller gewöhnlichen Fälle weder ein Maximum noch 
ein Minimum eintritt, obgleich die Bedingungen 

A(«, y) = und /^(x, y) = 
erfüllt sind. 

Es gelten dabei die folgenden Kegeln: 

Sind die Bedingungsgleichungen (7.) und (8.) befriedigt, 
so findet man durch die Entwickelung na^h der Tapfer sehen 
Reihe 

(12.) ^ = 1 (AiÄ« + 2A2ÄÄ + f^U^ + Ä, 

wobei nach Formel Nr. 268 der Tabelle , wenn man n = 2 
setzt und wieder die zweite Form des Restes anwendet, 

2! L\ dx dy ) 

also 

(13.) 2R = [Ai(rr + ÖA, y + Sk) — Ux, y)]h^ 

+ 2\fi2ix + eh,y + ek) - /i2(x, y)]hk 
+ [Mx + eh,y + Bk) - Mx, y)]k^ 
ist Hätte man die erste Form des Restes benutzt, &o 
müßte man für die folgenden Untersuchungen die Stetig- 
keit der dritten partiellen Ableitungen von f{x^ y) voraus- 
setzen, während man bei der Anwendung der zweiten 
Form nur die Stetigkeit der zweiten partiellen Ableitungen 
/ii(^9 y)i fi^i y)f /i&K^i y) vorauszusetzen braucht Man 
kann dann die absoluten Beträge der Differenzen 
fu{x +ßh,y + Bk) — /ii(x, y) = /Ji, 
Mx + ßh, y + Bk)-Mx, y)^ßty 
Mx + ÖA, y + ek) — ft2ix, y) = ft 
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für hinreicliend kleine Werte von h und k so klein machen, 
wie man nur will, z. B. kleiner als die beliebig kleine 
Größe ß. Dann wird 
(14.) 2|2J|</9(A* + 2|ÄfcH-Ä«) = /9(|Ä| + |fc|)*. 

Setzt man jetzt 
(15.) Mx, y)h^ + 2A2(x, y)hk + Mx, y)k^ = q{h, k), 
so heißt diese homogene Funktion zweiten Grades „eine 
deßnite Farm^'j wenn sie für alle Werte von h und fc, 
von denen wenigstens der eine von Null verschieden sein 
muß , entweder beständig positiv oder beständig negativ ist 
Es soll nun durch die folgenden Untersuchungen gezeigt 
werden, daß z/ für hinreichend kleine Werte von h und k 
mit ^A, k) gleiches Vorzeichen hat, wenn diese Funktion 
eine definite Form ist, daß also f{Xy y) für die gefundenen 
Werte von x und y ein Minimum wird, wenn 9)(A, k) be- 
ständig positiv ist, und daß f{x, y) ein Maximum wiid, 
wenn 9p(A, k) beständig negativ ist. 

Setzt man zunächst k = 0, so wird 
9<Ä, k) = fnh'; 
daraus erkennt man, daß 9<A, A:) nur dann beständig positiv 
sein kann, wenn 

(16.) Ai > 

ist. Diese Bedingung ist notwendig, aber noch nicht hin- 
reichend. Um auch die weiteren Bedingungen zu finden, 
unter denen q>{h, k) eine definite Form ist, bilde man unter 
der Voraussetzung, daß fn ^ ist, 

9>(Ä, k) . Ai = Ai%* + 2A1A2AÄ + A2%* + (Ai/ia - fi2^^] 
dies gibt 

(17.) 9>(Ä, Ä) = ^ [(fnh + fnkf + (A1A2 - Aa^^]. 

Damit der Ausdruck in der eckigen Klammer beständig 
positiv ist, muß er auch noch positiv bleiben, wenn man 

fiih + fiaJc=-0, also Ä = - ^^" 
setzt. Dies geschieht nur, wenn 
(18.) AiA2-A2^>0 
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ist. Diese beiden Bedingungen (16.) und (18.) sind not- 
wendig, sie sind aber auch hinreichend; denn, wie man auch 
h und k bestimmen mag, q^hj k) ist dann immer positivy so- 
lange h und k nicht beide gleich sind. 
Aus den beiden Ungleichungen 

Al>0 und fllf22 — fl2^>0 

folgt noch 

fnf22>fi2^>0, also /i2>0. 

Ist ftz ^ 0, so kann man in ähnlicher Weise wie bei 
der Herstellung von Gleichung (17.) die Funktion 9>(A, k) 
auf die Form 

(19.) q^h, k) = }- [(Ai/iß - A2^)ä2 + (/-^Ä + Utkf] 

bringen. 

Gelten die Ungleichungen (16.) und (18.), so kann man 
für hinreichend kleine Werte von h und k die oben ein» 
geführte Größe ß kleiner machen als die Werte von 

Ai/22 — f\^ „ ^ , Ai/22 — Aa^ 
4Ai 4/23 

woraus sich ergibt, daß dann auch 

ifrz 4 ' 4/ii 4 

ist. Dadurch wird für A < 0, Ä = nach Ungleichung (14.) 
(20.) g^h, k) = f,Jfi>ßh^>2\R\, 

und für A = 0, ftSO 
(21.) 9)(A, *) = /i2fc2>/9*2>2|Ä|. 

Ferner wird nach Gleichung (19.) für | A | ^ | ft | > 

i22.) cpOi,k)^^-''^~P^~h^>m^>ß{\h\ 

Tt2 

und nach Gleichung (17.) für | Ar | ^ | /i | > 

(23.) f/:(A, k) ^ 4l%riMt2>4^i2 > ^(|A| + |ft|j2 > 2|Ä|. 
/ii 

Deshalb wird nach Gleichung (i2,) 
J = \qih, k) + R, 
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gleichviel^ ob It positiv oder negativ ist, mit g)(A, k) gleiches 
Vorzeichen haben, d. h. J ist beständig positiv. 

Somit sind die Bedingungen 
(24.) /i(x,y) = 0, /i(x,y) = 0, Ai > 0, fnf'n-fi2^>0 
dafür, daß /*(x, y) ein Minimum wird, auch hinreichend. 

Ebenso findet man aus Gleichung (17.), daß die Funk- 
tion ^A, k) beständig negativ ist, wenn 
(25.) fn<0 und fnf22-fi2^>0 

ist. Ans /ii/22 > /i2^ > folgt dann, daß auch /22 < 
sein muß. 

Macht man jetzt die absoluten Beträge von h und k 
80 klein, daß ß kleiner wird als die Größen 

/. - Ai/22 — fi2^ Ai/22 — fl2^ 

— hu — /22, TT » -.f ' 

4/11 4/22 

so wird für A ^ 0, k = nach Ungleichung (14.) 
(26.) - <p(A, k) = — fnh^ > /9A« > 2 1 Ä I, 

und für Ä = 0, Ä S 
(27.) - <p(A, k) = — f22k^ >ßk^>2\R\, 

Famor wird nach Gleichung (19.) für | A ^ 1 1 1 > 

(28.) -g^h,k)>-f-^^f^^=^ 
/22 

und nach Gleichung (17.) für |Ä | ^ | A | > 

(29.) -tp(h,k)>-^-^^^^^f^ 
tn 

Deshalb hat auch in diesem Falle, gleichviel, ob i? 
positiv oder negativ ist, ^ mit ^(A, k) für hinreichend 
kleine Werte von A und k gleiches Vorzeichen, d. h. J ist 
beständig negativ. 

Somit sind die Bedingungen. 
(30.) fi{x,y) = 0, Hx,y) = 0, Ai < 0, f 11(22 — f 12^ > 
dafür, daß f{x^ y) ein Maximum wird, auch hinreichend. 

Ist dagegen 
(31.) AiA2-A22<0, 
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ßo ist 9j(Ä, k) keine deßniie Form^ denn für k = ^at 
^Ä, fr)=^/"nÄ^ gleiches Voraeichen mit fuj «^ber für h — 

— ~- T oder fiJi + A2Ä ^ wird nach Gleicbiing (17*) 



(32.) 






und bat deshalb das «ftf^e^en^e^^fefe Zeichen wie fu. Da- 
bei wird für diese besonderen Werte von ä und k die 
Funktion 9p(A, k) über da» Vorzeichen von J entscheiden, 
denn die Ausdrucke 

f^^},2 ^nd ^1/22 - A2^ j^ 
/ll 

werden für versch windend kleine Werte von h und Ä nur 
verschwindend klein von der zweiten Ordnung, während Ä 
verschwindend klein wird von der dritten Ordnung. Des- 
halb wird^ wenn 

ist, f{x^ y) weder ein Maooimum noch ein Minimum^ da ^ 
weder beständig negativ noch beständig positiv ist, 

lat endlich 
(33.) fnfTi-fi2^ = 0, oder fuf^^fi^^ 

80 wird nach Gleichung (17.), wenn AiSO ist, 



(34.) 






ist, 



oder nach Gleichung (19.), wenn /aa 

(350 <p{fhk) = ~(n:fi + f^^f. 

tn 

In diesem Falle nennt man die homogene Funktion 

93(A^ k) eine ,j8emidefinite Förm^' ; sie verschwindet nämlieb für 

fn fn 

während sie für alle anderen Werte von h und k dasselbe 
Vorzeichen hat wie fn^ bezw. wie /2a, Deshalb kann jetzt 

^h, ft)j wenn h dem Werte — -^ sehr nahe liegt, für 

fn 
verscbwindend kleine Werte von h und k verscbwindend 



A^O, /c = und außerdem nöch für h^ 
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klein werden von der dritten Ordnung; der absolute Betrag 
von ^j k) kann dann möglicherweise kleiner sein ab der 
von 2Ä, so daß 9)(ä, k) nicht mehr über das Vorzeichen 
von ^ entscheidet 

Wie dies geschieht, möge zunächst bei einem Bei- 
spiele gezeigt werden. Es sei 

(36.) f(x, y) = (2px - f){2qx-f) 

= 4:pqoiP — 2(p + q)xy^ + j/*, 
also 

(37.) Ux, y) = Spqx—2(p + q^, fix, y) = —^p + 2)a:y + 4^«, 
(38.) fn[x, y) = %pq, Mx, y) = — Mp + q)y, 

f22{x,y)=-4(p + q)x + 12y^. 

Da die Funktionen fi(Xj y) und /ä(a;, y) für a? = 0, 
^=^0 beide verschwinden, so muß man untersuchen, ob 
für diese Werte von x und y ein Maximum oder ein Mi- 
nimum eintritt Aus den Gleichungen (38.) ergibt sich für 
x = 0, y = 

(39.) AilO, 0) = 8pg, /i2(0, 0) = 0, faaCO, 0) = 0, 
also 

(40.) Al/'22-A2« = 0. 

Die Bedingungen, welche bisher für das Eintreten 
eines Maximums oder eines Minimums aufgestellt worden 
sind, werden also nicht erfüllt 

Dagegen |olgt aus 

(41.) AO + Ä, + k) = f{h,k) = 4pqh^-2{p+q)hk^ + k^, 

daß die Funktion g^h, /r), welche sich in diesem Falle auf 
das eine Glied Qpqh^ reduziert, nicht immer über das Vor- 
zeichen von 

(42.) J=f{h, k) — f{0, 0) = 4pgA« — 2(i? + g)ÄÄ« + Ä* 

entscheidet Setzt man z. B. 

(43,) Ä« = 2iÄ, 

wo man über die Ghröße / noch beliebig verfügen darf, so 
wird 

(44.) J = ^pq-(p + q)l + l^]h^^A{l-p)(l-q)hK 
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Unter der Voraussetzung, daß p > q ist, wird deshalb 
J positiv, wenn l>p oder l<q ist; dagegen wird J 
negativ, wenn p > l > q ist. Obgleich also g>(hj k) niemals 
negativ werden kann, wenn p und q dasselbe Vorzeichen 
haben, wird J doch positive und negative Werte annehmen, 
so tlaß f{Oj 0) weder ein Maximum noch ein Minimum ist. 

Bemerkmig* 

In dem Falle, wo 

ist, ilBgt die folgende, fehlerhafte Sclilußweise nahe. Wenn z. B. 
fn^O ist, 80 folgt aus Gleichung (11.). für /\/22 — As^ =» 0, daß 

hl 
ist* folglich liat q{h, k) immer dasselbe Vorzeichen wie f^. Nur für 
^fj^h = — fiJc wird <f{h^ k) gleich Null und kann deshalb nicht mehr 
über das Vorzeichen von J entscheiden. Für diesen besonderen Wert 
von h : k muß also das Vorzeichen von J noch untersucht werden, 
indem man ^ 

'/ = /'(*-^^'.» + a)-a«, y) 

nach steigenden Potenzen von k entwickelt. Da man es hierbei nor 
mit eaier einzigen Veränderlichen k zu tun hat, und da unter den 
^eniAchten Voraussetzungen die Glieder erster und zweiter Dimension 
verschwinden, so wird 

,/ = CÄ8 + Z)Ä4 -f JS?ifcö + . . . . 

Ist C^ 0, 80 wechselt für hinreichend kleine Werte von k die 
Gioße J mit k zugleich das Vorzeichen, so daß weder ein Maximum 
noch ein Minimum eintreten kann. Ist aber C = , so tritt ein Mi- 
nt mum ein, wenn f^ und D beide positiv sind, und ein Maximum, 
wena f^ und D beide negativ sind. Haben /ij und D ver8chicdenee 
Vorzeichen, so tritt weder ein Maximum noch ein Minimum ein. 

Daß diese Schlußweise fehlerltaft ist, lehrt schon das oben an- 
geführte Beispiel, in welchem /*(0, 0) weder ein Maximum noch ein 
Minimum ist, obgleich in 

J = 4pqh^ — 2(jp + qyJc^ -f k^ 

all«^ soeben angegebenen Bedingungen für das Eintreten eines Mini- 
ui iuris erfüllt sind. £s ist nämlich unter der Voraussetzung, daß p 
luid g gleiches Vorzeichen haben, 
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3) der Koeffizient C von k^ in der Entwickelnng von // nach 

steigenden Potenzen von k ist gleich 0, weil h = — -^ = 

fn 
ist, 

4) der Koeffizient D von k^ in dieser Entwickelang ist gleich 
-f 1, also positiv. 

Der Fehler der angeführten Schluß weise liegt darin, daß für 
das Vorzeichen von J die Glieder höherer Dimensionen nicht nur in 
dem Falle den Ausschlag gehen, wo ijp(h, k) verschwindet, sondern auch 
schon dann, wenn <f(hy k) sich dem Werte nähert ^ ohne daß A und 
k gleich werden. Indem die Funktion <fi^f k) für hinreichend kleine 
Werte von h und k heliehig klein wird von einer höheren als der 
zweiten Ordnung, kann sie, vom Vorzeichen abgesehen, kleiner sein 
als die Summe der Glieder dritter und höherer Dimensionen. 

Will man in dem Falle, wo 

fllf22 — fi2' = 

ist, die Untersuchung, ob /*(x, y) ein Maximum oder ein 
Minimum, oder keines von beiden ist, zu Ende führen, so 
muß man beachten, daß J eine Funktion von h und Ar 
F{h, k) ist, deren Vorzeichen für sehr kleine Werte von h 
und k bestimmt werden soll. Indem man zunächst an- 
nimmt, daß h einen sehr kleinen positiven oder negativen, 
aber kotistanten Wert besitzt, kann man J^(A, k) als eine 
Funktion der einzigen Veränderlichen k betrachten und 
nach den Regeln, welche für die Theorie der Maxima und 
Minima bei Funktionen von einer Veränderlichen gelten, 
die Werte von k bestimmen, für welche F{hj k) ein Maxi- 
mum oder ein Minimum wird. Zu diesem Zwecke sucht 
man die Werte von k auf, für welche 
dF{h,k) 

^ = ^2(//, Ä) = 

wird. Von diesen Werten braucht man aber nur diejenigen 
zu berücksichtigen, welche zwischen den beiden konstanten 
Grenzen — h und -f ^ liegen; sie seien (der Größe nach 
geordnet) 

ti = q>ih), Äi = ^2(7/), ...*;« = ^m{h). 
Ebenso kann man annehmen, daß /r einen sehr kleinen 
positiven oder negativen, aber konstanten Wert besitzt, und 
F{hy k) als Funktion der einzigen Veränderlichen h be- 
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I Werte von h au; 



trachten. Indem man die Werte von h aufsucht, für welche 
dFQi, k) 



dh 

wird, findet man die Werte von A, für welche F(h^ k) mög- 
licherweise ein Maximum oder ein Minimum wird. Auch 
hier braucht man nur diejenigen Werte von h zu berück- 
sichtigen, welche zwischen den beiden konstanten G-renzen 
— k und + ft liegen ; sie seien (der Größe nach geordnet) 
hl = tf>i{k), Äa = v^(&), ...hn = tpn{k). 

Ergibt sich jetzt, daß die Größen 

I i^(A, - h\ F{h, kl), F{h, fe), . . . F[h, k^\ FQi, + A), 
t^*^^) \F{-k,k\ F{hi,k), F{h2,k),...F{K,k), F{+k,k) 
sämtlich negativ sind, so ist J für aüe in Betracht kommen- 
den Werte von h und k negativ, weil auch die großen 
Werte von J noch negativ sind. Ergibt sich aber, daß die 
in (46.) angegebenen Größen sämtlich positiv sind, so ist ^ 
für alle in Betracht kommenden Werte von h und k po- 
sitiv, weil auch die kleinsten Werte von J noch positiv 
sind. In dem ersten Falle wird also /*(x, y) ein Maximum 
und in dem zweiten Falle ein Minimum. 

Diese Bedingungen sind gleichzeitig auch die not^ 
wendigen: denn sind die unter (46.) angegebenen G-rößen 
teilweise positiv und teilweise negativ, so wechselt ^ das 
Vorzeichen, woraus dann folgt, daß f(x, y) weder ein Mazi- 
mum noch ein Minimum wird. 

Die vorstehenden Umformungen sind unter der Vor- 
aussetzung durchgeführt worden, daß /ii^O ist Fällt 
dieae Voraussetzung fort, so wird im allgemeinen weder 
ein Maximum noch ein Minimum eintreten. 

Ist nämlich 

<47.) Ai = 0, Aa^O, /ig SO, 

so wird 

(48.) <fih, k) = 2fi2hJc + AsÄ« 

/aa 
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Für A = hat daher (pQi^ k) mit /22 gleiches Vorzeichen; 
für Ä = — ^^— dagegen sind die Vorzeichen von g>{h, k) 

und /ss ungleich. 

In ähnlicher Weise kann man den Fall erledigen, wo 
(49.) AiSO, A2SO, Y22 = 

ist; man braucht nur die Indizes 1 'und 2 und die Größen 
h und k miteinander zu vertauschen. 

Ist ferner 

(öO.) Ai = 0, fi2^0, ^2 = 0, 

so wechselt 

(51.) g)(Ä, k) = 2fi2hk 

mit h (und ebenso mit k) das Vorzeichen. Wenn also die 

Voraussetzungen (47.), (49.) oder (BO.) gelten, kann weder ein 

Maximum noch ein Minimum eintreten. Denn J wechselt 

mit 9(A, k) zugleich das Vorzeichen, da die betrachteten 

Werte von 9>(A, k) kleine Größen zweiter Ordnung sind und 

sich von 2J nur durch kleine Größen dritter Ordnung 

unterscheiden. 

Die Fälle, in denen 
(62.) /ii = 0, /i2 = 0, /isSO, 

oder 

(63.) /ii^O, Ag = 0, /22 = 

ist, geben 

A/22 — A2* = 

und sind oben schon ausführlich behandelt worden. 



Es bleibt daher nur der Fall übrig, wo 
(54.) /ii = 0, A2 = 0, /i2 = 

ist; dann wird nach dem ToyZor sehen Liehrsatze 

oder 

(55a.) 6^ = AllA^ + 3Ai2Ä% + 3A22ÄÄ« + /222Ä® + 6Ä, 

wobei nach Formel Nr. 268 der Tabelle 

Kiepert, DifferenUel-Beohnong. 49 
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(56.) GB = [fniix + Oh, y + Ok) - fni{x, y)]h^ 
+ 3 [fi^ix + eh,y + ek) - Ai2(a;, y)]Ä% 
+ 3 [fi2i{x + ÖA, y + ek) — fMx, y)]hk^ 
+ [f^(x + ©Ä, y + Bk) — f2n{x, y)]k^ 
ist Da man die Stetigkeit der Funktionen /iii(^i y)j 
AisC^t^j y)} fi22ix, y)j f222{x^ y) voraussetzt, so kann man für 
hinreichend kleine Werte von h und k die absoluten Be- 
träge der Größen, welche bei Gleichung (66.) in den eckigen 
Klammem stehen, kleiner machen als eine beliebige kleine 
Gruße 7, folglich wird 
(57.) &\B\<rlh\ + \k\f. . 

Sind die Größen Au, /ii2, A22? /Skö nicht alle vier 
gleich 0, und sind mi, W2? ^3 die Wurzeln der Gleichung 
(58.1 Aiiu« + 3Ai2w' + 3A22ti + A22 «= 0, 

so wird Au^^ + 3Ai2W* + 3A23W + A22 für alle Werte von u, 
welche von tii, ug und tis verschieden sind, eine endliche Größe 
sein. Indem man für einen solchen positiven Wert von u 

iFkQ\ ^ ^ A u^^ + 3Ai2u2 + 3A22W + A22 

macht und h=^u ,k setzt, wird nach Gleichung (57.), vom 
Vorzeichen abgesehen, 

also 

(60,) AuA' + 3Al2Ä% + 3A22Ä*^ + A22t» 

= (Aiit*^ + 3Ai2u2+3A22W + A22)i^>7(u+l)3fr^>6!i? . 

Deshalb hat J das gleiche Vorzeichen wie (Aiiw^ + 
3Ai2*** + 3A22W + f222)J^, ein Ausdruck, der mit k das Vor- 
zeichen wechselt; folglich hat J positive und negative 
Werte, so daß f{Xj y) weder ein Maximum noch ein Mini- 
mum werden kann, wenn die Größen Au? A12, A22) A22 
nicht alle vier gleich sind. 

Gelten die neun Bedingungen 

A = o, A = o, Ai = o, A2 = o, A2 = o, 



l Au = 0) A12 = 0, A22 = 0, /222 = 0, 

SO findet man nach dem TayZorschen Lehrsatze 



dy 
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Der Ausdruck (-^h + ^^) ^^ ^^^ homogene Funk- 
tion g{fi^ k) vierten G-rades von h und Je und kann nach den 
Sätzen der Algebra in zwei homogene Funktionen zweiten 
Grades ^(ä, Je) und g^h, Je) zerlegt werden. Sind giih^ Je) 
und g^h^ Je) zwei definite Farmen, so läßt sich zeigen, dafl 
^ für hinreichend kleine Werte von h und Je gleiches Vor- 
zeichen mit g(h, Je) hat, daß also f{x, y) ein Maximum oder 
ein Minimum wird, je nachdem^ gQi, Je) beständig negativ 
oder beständig positiv ist, 

Diese Untersuchung wird jedoch nur in äußerst sel- 
tenen Fällen erforderlich sein und möge deshalb an dieser 
Stelle nicht weitergeführt werden. 

Im allgemeinen wird man schon mit der folgenden 
Regel auskommen: 

z=if{Xy y) wird ein Minimum, wenn 
(63.) fi{x,y)=^0, /i(a;,y) = 0, Ai > 0, fnf22 — fi2^>0', 
und z = f{Xy y) wird ein Maximum, wenn 

(64) A(^,y) = o, A(^,») = o, Ai<o, AiA2-A2^>0; 

dagegen wird z = f(x, y) weder ein Maximum noch, ein Mi- 
nimum, wenn zwar 

(65.) fi{x,y) = 0, f2{x,y) = 0, aber fiif2t — fi2^<0. 



§ 166. 

Geometrische Deutung 
der vorhergehenden Untersuchungen'*). 

Die vorstehenden Untersuchungen werden anschau- 
lich, wenn man 

(1.) ^ = f{^.y) 

als Gleichung einer Fläche auffaßt Nach Formel Nr. 254 
der Tabelle hat dann die Tangentialebene im Flächenpunkte 
P mit den Koordinaten x, y, z die GHeichung 



*) Auch hier werden die Elemente der analytischen (Geometrie 
dee Baumes als bekannt Toransgesetzt. 

49* 
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Sind nun die Bedin^ngea 

erfiilltj so reduziert sich GleicliiiDg (2.) auf 

(4) s' — z = 0, 

d* h* die Tanffefitialebene im Punkte P wird paraUd rur 

XY* Ebene, Setzt man jetzt noch 

(5,) 3^ = x + h, y" = y + kj also ?i = x' — x, k = y' ~y, 

so kann man die Gleicliung der Fläche auf die Form 

(6.) «' = f{7f, y)^z^\ (/iiÄ* + S/iiAfe + ft2k^ + [Ä, k\ 

bringen^ wobei mit \h^ Ä]^ die Glieder dritter und höherer 
Dimension bezeichnet sind. Deshalb wird ^ — z mit h und 
k zugleich unendlich klein von der zweiten Ordnung. Sind 
nun h und A' wirklich beliebig klein und so bestimmt, daß 
z' — 2 einen kostanten Wert l beibehält, so ist 
(70 ^_^ = ^ 

die Gleichung einer Ebene, welche der Tangentialebene im 
Punkt« P parallel ist und ihr beliebig nahe liegt Für den 
Durchschnitt dieser Ebene mit der Fläche findet man aus 
Gleichung (6.) unter Vernachlässigung der beliebig kleinen 
Größen dritter und höherer Ordnungi 

(8.) f,,k^^2fnhk + f^tk^ = 2l, 

oder 

(Sa.) fniJ^ ^ x)^ + ifitix" — xW — y) + fuij/ — yf = 2L 

Diese Gleichung stellt einen kleinen Kegelschnitt dar, 
welcher „der Dupi^ische Kegelschnitt '^ oder die dem Flächen- 
punkte P entsprechende ^Indikairtx^ genannt wird, weil 
man aus der Gestalt dieses Kegelschnittes über die Krüm- 
mung der Fläche im Punkte P Auskunft erhält; und zwar 
ißt bekanntlich die Kurve eine Ellipse^ wenn 
(9.) fnfzt—fi2'>0 



Digitized by 



Google 



§ 166. Geometrisclie Deutung. 773 

wird. Damit aber diese Ellipse reeü ist, müssen /ii (und 
ebenso /22) mit l gleiches Zeichen haben. 

Dies entspricht ganz der Anschauung. Ist nämlich 
der Punkt ein tiefster Punkt, dann muß in Gleichung (7.) 
die Größe l einen positiven Wert haben, weil die Tan- 
gentialebene nur bei einer kleinen Parallel Verschiebung nach 
oben die Fläche in einer kleinen ellipsenartigen Kurve 
schneiden kann, d. h. es müssen die Bedingungen 

(10.) Ai>0 und fnf22 — fi2^>0 

befriedigt sein. 

Ist der Punkt P ein höchster Punkt, so muß in Glei- 
chung (7.) die Größe l einen negativen Wert haben, weil 
die Tangentialebene nur bei einer kleinen Parallelverschie- 
bung nach unten die Fläche in einer kleinen ellipsenartigen 
Kurve schneiden kann, d. h. es müssen die Bedingungen 

(11.) Ai < und Ai/i2 - fi2^ > 

befriedigt werden. In beiden Fällen nennt man den Punkt 
P „elliptisch'^. 

Die Gleichung (8a.) stellt dagegen eine Hyperbel dar, 
wenn 
(12.) fnf22 — fi2^<0, 

gleichviel, ob l positiv oder negativ ist. Die Schnittkurve 
der Fläche mit jeder Ebene, welche zur Tangentialebene 
parallel ist und ihr sehr nahe liegt, hat dann in der Nähe 
des Flächenpunktes P die Gestalt einer kleinen Hyperbel^ 
was nur dadurch möglich wird, daß die Fläche im Punkte 
P sattelförmig ist 

In diesem Falle nennt man den Punkt P „hyperbolisch'' 
und erkennt, daß P weder ein höchster noch ein tiefster 
Punkt der Fläche sein kann. 

Die dem Flächenpunkte P entsprechende Indikatrix 
ist also eine Ellipse^ wenn 

fnf22-fi2^>0, 

sie ist eine Hyperbel, wenn 

fuf22 — fi2^<0. 
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Von besonderem Interesse ist der Fall, wo 
(13<) fnf22 — fiit^^0, oder fixfn = fi2^ 

vnrdj dann kann man die Qleichnng (8a,) auf die Form 

bringen und erbält, indem man auf beiden Seiten die^r 

Gleichung die Quadratwurzel auszieht, 

(14.) fn{:x/ — x) + fi^-y) = ± VW^^ 

Die Indikatrix zerfallt daher in diesem Falle in zwei 
parallele Gerdde. Ein solcher Flächenpunkt entspricht im 
allgemeinen weder einem eigentlichen Maximum noch einem 
eigentlichen Minimum von z^ wie folgendes Beispiel zeigen 
möge. 

Es rotiere eine Parabel mit der Gleichung 
(16.) 2j?(^ — c) = (a: — a)a 

um die ^- Achse (Flg. 178)^ dann hat die Hotationsääclie 
die Gleichung 
(16.) 2p(2 — c)= {Yx^^y^ — af, 

K«. im 




wird 
(17.) 



Bezeichnet man der Kürze wegen Vx" + y^ mit r, so 
dr X ör y 
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(la) z^f{x,y)^c+^^^^^- 

um emen höchsten oder tiefsten Punkt P der Fläche 
aufzufinden, muß man seine Koordinaten x, y^ z so be- 
stimmen, daß außer der G-leichung (18.) noch die beiden 
Gleichungen 

(19.) A(«,y) = ^^^ = 0, ^^.,y) = ^^ = 

befriedigt werden. Dies geschieht, indem man 
(20.) o: = acos9>, y = asing), also r = a und iP = c 
setzt, wobei der Winkel g> noch beliebig i^. Nun ist abet 
/Qi\ f f^ — ay^ . axy . f^—aa^ 

oder für die Koordinaten des Punktes P 

. cosV . sinycosy 

(22.) fn = ——— ' / 12 = » 

'P P 

(23.) A/22 — A2* = 0. 

Der Punkt P ist hier kein tiefster Punkt, denn er 
liegt auf dem Kreise, welchen der Scheitel der Parabel bei 
der Rotation beschreibt, so daß es allerdings Punkte in 
seiner unmittelbaren Nachbarschaft gibt, welche dieselbe 
Koordinate z haben und deshalb mit P in gleicher Höhe 
liegen. Aus dem vorstehenden Beispiele erkennt man auch, 
daß ein Flächenpunkt P durchaus nicht immer ein tiefster 
Punkt ist, wenn seine Tangentialebene zur XF- Ebene por 
raUd ist, und wenn die Schnittkurven der Fläche mit allen 
durch P gelegten vertikalen Ebenen nach oben konkav sind. 

Verschiebt man die Tangentialebene im Punkte P um 
die kleine G-röße l nach oben, indem man 
(24.) z = c + l 

setzt, so schneidet diese Ebene aus der Fläche zwei kon- 
zentrische Kreise mit den Gleichungen 

(26.) afl + y^ = ia + y2pl)^ und a:« + y« = (a — V2^« 
aus. Die Indikatnx besteht in diesem Falle also aus zwei 
parallelen Linien, da in hinreichender Nahe des Punktes P 
die beiden Kreise mit ihren Tangenten zusammenfallen. 
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§ 167. 

Maxima und Minima der Funktionen von drei oder 
mehr unabhängigen Veränderlichen. 

(Vgl die Formel -Tabelle Nr, 271 und 272.) 
Bei FnEktionen von drei oder mehr unabhätjgigen 
Veränderlichen gestaltet eich die Untersuchung ganz ähn- 
lich wie bei Funktionen von zwei Veränderlichen. Soll 
z, B. 

(1,) u = fix, y, z) 

ein Maximum oder ein Minimum werden, so muß 
(2.) ^^f{x + h, y + lc^z^ l)-f{x, % ^) 

für alle hinreichend kleinen ^ positiven oder negativen Werte 
von h, k, l bei einem Miiiimum beständig positiv und bei 
einem Maximum beständig negativ sein. Aus der Entwicke- 
luDg nach der Taylor 3ü\i^n Reihe Endet man, daÜ dies nur 
möglich ist, wenn 

(3.) fi{x, y, z) = 0, h{x, y, b) = 0, Mx, y, z)^0 

ist Sind diese drei Bedingungen erfüllt j so folgt weiter 
aus der Entwickelung nach der Taylor scheu Eeihe^ daß für 
hinreichend kleine Werte von A, A:, l die Differenz J das- 
selbe Zeichen hat wie 

(40 p{h, Ä, l) = AiÄ*+ 2f^k + ft^k^ + 2f,^l+ 2f:^l + /W^ 

es sei denn, daß diese Funktion qj{h, k^ 1} gleich Null wird 
füi^ Werte von h^ k, l^ die von Null verschieden sind. Die 
Entscheidung ^ unter welchen Bedingungen t^hy k, l) eine 
^.definite Fortn'* ist, d, h. die Entscheidung darüber, ob 
^(h, A, 1} beständig positiv j bezw. beständig negativ ist, ergibt 
sich durch eine Umformung von f/j(A, k, 1} unter Anwen- 
dung der Determinantentheorie* 

Es seien die Größen A, i?a, J^a, <^m^ ßssi Oaa, Ä', k^^ 
h" durch die folgenden Gleichungen erklärt: 

fi L fi2 Aa 



(5) 



A = Air A = 



fnfi2 



D,^ 



/21 ^22 /23 

/si /aa fsß 
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(6.) «81 = 



A2A3 

/22/23 



> «32 = 



A3A1 
/23/2I 



J «33 = 



Al A2 

/2I /22 



= A, 



(7.) h' = h-^l, k' = k-^-^l, hf' = ¥+^T<'; 

«33 «33 /ll 

dann wird nach den Formeln Nr. 217 und 219 der Tabelle 

(8.) D3 = /31 «31 + /32«32 + /33ß33, 

(9.) Ai«3i + A2«32 + Asßas = 0, 

(10.) Al«31 + /22«32 + A3«88 = 0. 

Bringt man also G-leicliung (4.) auf die Form 
(4a.) 9<Ä, *, Z) = h{fuh + A2Ä + M 

+ k{f2ih + f^ + U) 

+ lifsih + f^k + fsd) 
und setzt, den Gleichungen (7.) entsprechend, 

«38 Cisa 

so erhält man mit Rücksicht auf die G-leichungen (8.), (9.) 
und (10.) 

(11.) AlÄ + fi2k + fld = fnh'+ A2Ä'+ /-(Al«31 + A2a32 + A3«38) 

«33 

(12.) AlÄ + f22h+f^ = /2lA'+/22*'+ — (Al«31 + A2«32 + ^3038) 

«33 

^f^lh' + hikf, 

(13.) Al7i + f^k + /W = AlÄ'+7'32Ä'+ — (/siOsi + /32«32 + fdi(X^) 

«83 

= AiA' + A3fc' + ^; 

«33 

folglich geht Gleichung (4 a.) über in 

(14.) (jp(Ä, Ä, Z) = Ä<AiÄ' + fnk") + i(AiÄ' + A2^) 



+ Z(AiA' + A2V) + ^ 

«33 

= A'(AiÄ + A2* + AsZ) + kf{f2ih+f^k+f2^H 



Dd^ 



«33 



Dies gibt, wenn man die Gleichungen (11.) und (12.) 
nochmals anwendet, mit Rücksicht auf die Gleichungen (ö«) 
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(16.) 9<Ä, ft, Q = AViiÄ' + AsÄO + W21Ä' + A2AO + 
oder 

(16.) 9>(Ä, ft, = AlÄ'« + 2/i2Ä'Ä' + /bÄ'« + 



A 

Jetzt ist noch, wie sohon in § 165 gezeigt wurde, 

AiA'« + 2A2Ä'i' + AaÄ'« = Ai(Ä' + $?Ä0* + f^'f^ — f'''^ Ä^, 

folglich wird 

(25.) 9)(A, fc, Z) = AA"^ + § ^' + §^'- 

Damit dieser Ausdruck beständig positiv ist, damit also 
f{x^ y, z) ein Jlftminuin wird, müssen die drei Bedingungen 
(26.) A>0, A>0, A>0 



*) Gleichong (16.) kann man auch ohne Anwendung von Deter- 
minanten in folgender Weise herleiten: Man setzt 
(17.) Ä=»Ä'H-6f, k^k^ril 

in die Gleicbnng (4.) ein und erhiüt 

(18.) 9(Ä, *, l) = /•„Ä'« + 2/i^'*' + /a*^ + 20'ul + /is«? + fi^l 
+ a(/'af + /«i? + /«)*'/ + (/•„? + 2A,|, + /-„i^ 
+ 2/'„6 + 2/»i, + /„)/». 

Jetzt kann man, wenn 
(19) ^. = Ai/a-A/»SO 

ist, die Größen £ and 97 so bestimmen, daß 
(20.) Ai6 + Aa^H-A8 = «a<i Ai6 + /ia^ + /i8 = 

wird. Das gibt nämlich 

(21.) i _' A«/28 — As/« ^ _. /ia/21 ~" Ai/» . 

fnfn — fvif%\ /ii/a "" fi^ti 

Sind aber die Gleichungen (20.) befriedigt, und setzt man 

(22.) /ixC/i/» - /1/a) + /«(AsAi - Ai/y + /i.(/ii/« - /i/ji) = D«, 

80 wird 

(23.) AiP + 2/,j£i7-h/ai7«H-2/'i,£ + 2/a^H-/'ae 

= (AiS + Aa^ + /i8)5H-(/«if + /'ai7 + /ia)7+(/Vit + /ii^ + /i^ 

folglich geht Gleichung (4.) über in 

(24.) <r(h, k,t)=. f,,h^ + if.^'k + f^ + ^. 
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erfüllt sein; und damit qfji^ k^ t) beständig negativ ist, da- 
mit also f{x, y, z) ein Mammum wird, müssen die drei 
Bedingungen 

(27.) A<0, A>0, 2>8<0 

erfüllt sein. 

Auch in diesem Falle ist 9<A, k^ l) nnr ;dann eine 
definite Form, wenn von den Determinanten Di, Ikj Ds 
keine gleich Null wird, doch möge die ausführliche Unter- 
suchung hier übergangen werden. 

In ähnlicher Weise findet man, daß 
(28.) u^f(xi,X2,...Xn) 

ein Minimum wird, wenn die ersten partiellen Ableitungen 

fl{Xij 054, - . . Xn)j fiiXiy 054, .. . Xn), • . . fni^lj Xfe, . . . Xf^) SänUlich 

gleich Null sind, und wenn außerdem 
(29.) A>0, 2)2>0, 2)3>0,...Z)^>0. 

Dabei ist 

Al /l2 . • • f\a 



(30.) 



Da = 



falfa2" 'faa 

für a= 1, 2, . ..n. 

Dagegen wird u ein Maximum, wenn die ersten par- 
tiellen Ableitungen van f{xi, Xi,..,Xn) wieder sämtlich gleich 
NtUl, und wenn die Determinanten D« fnit geradem Index 
sämtlich positiv und die mit ungeradem Index sämtlich 
negativ sind. 

Sind nämlich für ein Wertsystem Xi,ODi^,..Xn die 
ersten partiellen Ableitungen A, f%^.*.fn sämtlich gleich 
Null, 80 wird 
(31.) ^ = A«i + *i, ^ + A«i • • • ar„ + Ä,,) — f{xi^ xi,... Xn) 

= i9(Al| Ä8,...Ä„)-f [Ai, Ä2,...Ä»]3, 

wobei der Rest der TayZor sehen Reihe mit [Ai, h2,..,ht^ 
bezeichnet ist, um anzudeuten, daß er mit den (Größen Ai, 
As,... Am zugleich unendlich klein wird von der dritten 
Ordnung. Die Differenz J wird für hinreichend kleine 
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Werte von Äi, h^^-hn beständig positiv oder beständig 
negativ sein, wenn die homogene Funktion zweiter Ordnung 

(32.) 9>(Äi , A2 , . . . Ä«) = Äi(AiÄi + A2A2 + • • • + fmhn) 

+ A2(/2lAi + /22Ä2 H h f2nhn) 

+ 

+ hnifnlhl +fn2h2 + -' + fnnhn) 

eine definite Form ist Bezeichnet man wieder die TJnter- 
determinanten von D« mit au,...«»», so erhält man nach 
den ForiDeln Nr. 217 und 219 der Tabelle 

(33.) D^ = f^iO^i + /■„2a»2 H h fnnCCnn, 

(34.) /Vict«! + f^an2 H h /*r««i.ii = für r < w. 

Daraus folgt, wenn man 



(35.) 



h, = h\ + yhn, Ä2 = Ä'2 + ^Ä»,... 



hn^l = Ä'»_i + 



ß», «-1 , 



«IM! 

setzt, mit Rücksicht auf Gleichung (34.) für r < n 

(36.) frihi + Ufi2+ ' ^'+frnhn = frlh\+fr2h'2+ ' "+fr. n-Jt'n^l 

T 

und mit Rücksicht auf Gleichung (33.) 

(37.) ^»lAi+/'«2Ä2+ • ■ ■ ^fnn^n = fn\h\+fn2h^2-\ 

■f fn, n-lh'n-i + "^ (Ail"««l +At2«i.2 + ' ' • 

= Uh\+fn2h'2+ ' • • +U n^xh'n^X + ^^ ' 

Dies gibt 

(38.) 9){Äi, Äj, . . . A„) = Ai(AiÄ'i + A2Ä'2 + • • • + A. «-1 A',_i) 
+ h^2ih\ + hih\ + • • • + /"a, „-1 h'n-x) 

+ 

+ A«(/;iÄ'i +fn2h\ + • • • +/;. «-.Ä'«-i) 
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oder, wenn man anders ordnet und /«,» mit /",»„ vertauscht, 
(39.) 9KA1 , A2 , . . . h„) = h\{fnhi + /■12A2 + • • • + hnhn) 

+ Ä'2(/2iÄi + fiihi -\ 1- finhn) 

+ • • 

+ h'n-lifn-l. l^l+fn-1.^2-\ hfit-hnK) 

^ Dn-X ' 

Indem man die Gleichungen (36.) noch einmal an- 
wendet, findet man 

(40.) <p(ht,hi,...hn) = 

h\{fnh\ + hih'z + • • • + fl.n-lh'n-l) 
+ A'2(/klÄ'l + fiih'i +--- + f2. n-l h'n-x) 

+ 

+ h'n-i{fn-l, xh\ + /•„-!. sÄ'a + • • •+ fn-X. n-l h'n-l) 

oder 

(41.) 9<Äi, A2, . . . hn) = <p{h\ h% . . . Ä Vi, 0) + ^ Ä«2 . 

Da nun hierbei die homogene Funktion zweiten Grades 
qih\^ A'2,...AVi) 0) ^^ir noch n — 1 Veränderliche ent- 
hält, so kann man diese Funktion in ähnlicher Weise auf 
die Form 

9<A-i, h^\, . . . A''„_2, 0, 0) + P""' ' (AVi)^ 

bringen und so fortfahren, bis man erhält 
(42.) 9<Ai, A2,..,A,) = 

((«~lj\2 TV/ (»-2)\2 7) , 7) 

Ä. ) + ^-(ä2 )+... + ^- (A Vi)" + #^ Ä,''. 

M ^»-2 -^»—1 

Aus dieser Darstellung ergeben sich dann ohne wei- 
teres die oben aufgeführten Sätze. 
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i 

§ 168. ' 

Aufgaben. 

Aufgabe 1. Man soll die Werte von x nnd y be- 
stünmen, für welche 

(1.) z = f{x, y).^x^ + xy + y^ — bx — 4y + 10 

ein Maximum oder ein Minimum wird. 

Auflösung. Hier ist 
(2.) A(x, y) = 2x + y-6, Mo;, y)==a; + 2y-4, 
(3.) Ai = 2, A2 = l, /22 = 2. 

Die beiden ersten partiellen Ableitungen /\(a;, y) mid 
/a(^j y) verschwinden nur für 
(4.) x^2, y=l, 

und zwar wird z für diese Werte von x und y ein 2ft- 
ntmtim, weü 

(B.) Ai = 2>0, fnf22-fi2^ = S>0. 

Der Gleichung (1.) entspricht ein elliptisches Para- 
boloid. 

Aufgabe 2. Man soll die Zahl a so in drei Teile teilen, 
daß ihr Produkt ein Maximum wird. 

Auflösung. Bezeichnet man zwei von diesen Teilen mit 
X und y, so wird der dritte a — x — y, und das Produkt, 
welches ein Maximum werden soll, ist 
(6.) z = f{Xj y) = xy{a — x — y) = axy — xhf — xy^. 

Daraus folgt 

{fi{x, y) = ay — 2xy — y2 = y(a — 2a: — y), 
\f2{x,y)^ aX'-'X^ — 2xy=^x{a — x 2y), 
(8.) /ii = — 2y, /i2 = a — 2a;-2y, ft^^—7ac. 

Da die Werte a? = 0, oder y = hier nicht in Be- 
tracht kommen können, wie schon aus der Natur der Auf- 
gabe hervorgeht, so erhält man, indem man /i(a;, y) und 
M^} y) gleich Null setzt, die Gleichungen I 

(9.) a — 2a: — y = 0, a — x — 2y = 0, 

welche nur für 



Digitized by 



Google 



§ 168. Maxima nnd Minima; Aufgaben. 783 

(10.) a; = |, y = | 

befriedigt werden. Da für dieses Wertepaar 

(11-) /ii=— g^<0, A2=— g> /22= — -g-> /ii/22— A2= g^>0, 

so tritt ein Maadmum ein. 

Dieser Aufgabe kann man auch die folgende Fassung 
geben: Von einem rechtwinkligen Parallelepipedon ist die 
Summe aller Kanten gleich 4a; wie groß müssen die ein- 
zelnen Kanten sein, damit das Volumen ein Maximum wird? 

Aus der vorstehenden Lösung sieht man, daß in diesem 
Falle das rechtwinklige Parallelepipedon mit möglichst 
großem Volumen ein "Würfel ist. 

Aufgabe 3. Man soll unter allen Dreiecken mit ge- 
gebenem Umfange dasjenige ermitteln, welches den größten 
Flächeninhalt hat*). 

Auflösung. Der Flächeninhalt eines Dreiecks ist be- 
kanntlich 

(12. F = yu{u — a){u — b){u — c), 

wenn man die Seiten mit a, &, c und den Umfang mit 2u 
zeichnet. Setzt man 
(13.) a = x, b==y, 

so wird 

*) Am einfachsten läßt sicli die Aufgabe lösen, wenn man zu- 
nächst annimmt, daß c und a -f & «= « gegeben sind, und die Seite o 
gleich X so bestimmt, daß der Flächeninhalt ein Maximum wird. Man 
hat es dann nur mit einer Fonktion der einzigen Veränderlichen x 
zu tun und findet, daß das Dreieck ein gleichschenkliges sein muß, 
daß also o = 6 ist In derselben Weise kann man a und 6 -f c als 
gegeben ansehen und findet, daß der Flächeninhalt ^n Maximum 
wird, wenn & «= c ist; folglich muß, wenn nur a -f 6 -f c »= 2tt gegeben 
ist, a^b^c sein, damit der Fl&cheninhalt ein Maximum wird. (Vgl. 
Aufgabe 15 in § 66.) 

In ähnlicher Weise kapn man h&ufig Aufgaben aus der Theorie 
der Maxima und Minima fOr Funktionen von mehreren Veiünder- 
lichen zurückf&hren auf die Lösung von Aufgaben^ bei denen die 
Funktion einer einzigen Veränderlichen ein Maximum oder ein Mini- 
mum werden solL Wie dies z. B. bei der hier folgenden Aufgabe 4 
möglich ist, ergibt sich aus den Aufgaben 20 und 21 in § 65. 
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(14.) . o = 2m — X — y, u — c==x + y — m, 
(15.) F^ = u{u — x){u — y){x + y — u), 

also 

(16.) f{x, j/) = — = (u — x){u — y){x + y—u) 
u 

= {u — x)[— u2 + u{x + 2y) — xy — y^] 
= (w — y)[— u^ + u{y + 2x) — xy — x^]. 
Da F mit f{x, y) zugleich ein Maximum wird, so 
bilde man 

(17.) A(x, y)==iu — y) {2u — 2x- y\ 

(18.) h[x, y) = {u — x){2u — x — 2y) . 

Die Summe aller drei Seiten ist gleich 2u, und jede 
Seite muß kleiner sein als die Summe der beiden anderen 
Seiten, so daß jede der Seiten kleiner sein muß als u. Des* 
halb dürfen in fi{x^ y) und fdpo^ y) die Faktoren u — y, 
bezw. u — X nicht gleich sein; man muß vielmehr 
(19.) 2u — 2x — y=^0, 2u — x — 2y=^0, 

oder 

(20.) ^^y ^""T 

setzen. Für diese Werte von x und y tritt auch wirklich 

ein Maximum ein, denn es ist 

2m 
(21.) /•,, = 2i/-2m = - 3-<0, 

u 2m 

(22.) A2 = 2x + 2y — 3m = — g, /•22 = 2x — 2m = — -g , 

(23.) A/22-/"i22 = '^'>0. 

Unter allen Dreiecken mit gleichem Umfang hat also 
das gleichseitige den großen Inhalt. 

Aufgabe 4. Von einem Dreieck sind die Koordinaten 
der Eckpunkte Pi, Pa, Ps, nämlich xi^ yi\ x%^ yt\ a^, ya 
gegeben; man soll die Koordinaten eines Punktes P finden, 

fiir welchen 

fif = i> . PPi + ff . PPa + r . PPs 

ein Minimum wird. (Vgl. Fig. 179 auf S. 786.) 
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Auflösung. Die Abstände 
des Punktes P von den Ecken ' ' 
seien «i, ^ ssj nnd die Winkel, 
welche diese Linien mit der 
positiven Bichtong der X- 
Achse bilden, seien 

<JX8ftP-98*), 
dann wird 



Fig.l79L 




(24.) *i = V(x-a?i)«+(y-yi)«, S2 = y{x—xt'f+(y-y2)\ 

*8=V(a:-X8)« + (y-!^)^ 
und es ist 

(26.) S^p.Si + q.Si + r.as^fiXjy) 

die Funktion, welche ein Minirnnm werden soU. Nun ist 

für a=» 1, 2, 3 

f dSa X — X^ X — X^ 



(26.). 

also 

(27.) 



1 ö«. ^ yjiLy« « y—y* 

'y "" V(a! — ».)« + (y^y.)« "" «. 



•a^) 



«s 



(2a) 



Sl 9% Si 

Daraus folgt 

Ai(a^y) ^^8 — + -^i— + — iäs — ' 

fj-r^A- P(g— a?i)(y — yi) g(g — a^(y — yt) 

r(g — ae&)(y — y t) 
^» 

/«(«, y) -fc^^* + ?^^^ + *^^:=^- 



*1° 



«I' 



^ Man beachte, dafi hierbei ^ der Winkel ist, den die von P 
nach Pg gerichtete Strecke mit der positiven Richtung der X-Achse 
KI«pOTl, DilfcMiitial-BMhmiing. 60 
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Dabei wird 



(29.) 



X — Xi X — x^ , X — a<B 
cosg>i = j cosg^ = j aber coscps'^ » 

sin^Ji = ^~^S 8in9)2 = ^~^^ ) aber sinys^— ^~^^ ' 

Damit ein Maximam oder ein Minirnn m eintreten kann, 
muß also 

(BO.) /i(x, y) = ^cos9Pi + gcos9)2 — rcos^Pa == 0, 

(BL) /2(a?, y) =_psin9>i + qsmq>o, — rsin^Ps = 

soin. Aus diesen Gleichungen ergibt sich 
{32.) p : sin{g>2 — q)s) == q : sui{^b — 9>i) = r: 8in(5P2 — 9Pi)- 
Nun ist aber 

9)2 — 98 = <$ SsPPi = 1800 — < P2PP0, 
9>3 — 9>i = < -PiPÄ - 1800— < P3PP1, 
9,2 — 9Pi = <$PiPP2, 

folglich geht Gleichung (32.) über in 

(33.) p : 8inP2PP3 = q : sinPaPPi = r : sinPiPPfi. 

Dieses Besultat stimmt mit der Lösung überein, welche 
in § 65 (Seite 339 bis 342) von dieser Aufgabe gegeben 
wuxde. Dort sind außer der Konstruktion des Punktes P 
auch die Bedingungen erläutert worden, unter welchen der 
Funkt P die verlangte Eigenschaft des Minimums besitzt. 
Vm aber die in § 165 beschriebene Methode einzuüben^ 
beachte man, daß nach den Gleichungen (28.) und (29.) 

(34.) SiS^Ssfn = _p*2*88in^i + qs^Sisin^ + r8iS2sm^ > 0, 
(35.) 8iS2S^i2 = — p82Sssm g>i cos g>i — 5*0*1 sin 9)2 cos 9)2 

— r*i*28iu9>8 0089)3, 

(36.) *i*2*8/22 =l>*2^800sVi + $*8^iC0S^ + f*i*2COS^ 

wird* Daraus findet man mit Rücksicht auf Gleichung (32.) 



bildet, während bei ^ xmd ^ die Strecken in Betracht kommen, die 
von P| bezw. P2 nach P gerichtet sind. Dadurch erkl&rt sich in den 
Gleidinngen (29.) das Minnszeichen bei cos^^g nnd sin^i. 
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(37.) *iWö(Ai/22 — fu^ = qrsfi Bm\^ — 9>8) + rps2 sin2(9P3 — ^) 

+pqsHam\g>i — 9^2) « ^iP^ + «*« + ^^s) 8in^9>2 — ^s) > , 

folglich wird f{x^ y) ein Minimum. 

Aufgabe 5. Doroh die Oleichungen 
(3a) x^mtnie + iHj y^niz + vi, 

(39.) X'^m%z + /i%^ y^^mz + n 

sind zwei Q^rade gi und g% im Räume gegeben; man soll 
den kürzesten Abstand PiPt zwischen gi und g^ ermitteln. 

AufiOsung. Die Funktion, welche ein Minimum wer- 
den soll, ist 

(40.) P^ = (XI - X2)« + (yi - y2? + {Zl — Z2)^ , 

wobei 

a>i «= mizi + /iif yi = nizi + ri, 
X2 = m^Zi + ^2, yi «=■ ns^i + ^2 

ist, folglich wird 

XI — a^ «= mizi — in2«2 + /^i — /^«? 



\yi—yä'^nizi — ntz% + vi — V2', 
dies gibt 

(42.) KA^--P(«i, «i) 

— (mi«i— m2«i+Aii— /<i)*+(ni«i— nai2fa+i^i— V2)'+('2^i— ^2)^. 

Damit diese Funktion ein Minimum wird, muß also 

(43.) Fi(zx, z^) 

— ^miZi—m2Z2+/ii—ii2iini + 2{niZi—n^2 + Vi—V2)nx 

+ 2(^l— ^a)-=0 
und 

(44.) F2{zi, Z2) 

— — 2(mi«i — ma«a + A<i — A<a>wa— 2(niJFi — n2^2 + 1^1 — i^)n2 

— 2(^1— «i) = 

sein. Diese Gleichungen kann man auf die Form 
(43a.) {mi^+n{^ + l)zi—(mim2+nin2 + l)z2 + mi{/ii —^2) 

+ ni{Vi—V2)^0, 
50* 
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(44 a.) (wtiwi2 + Win2 + l)zi —{m&^+iH^ + 1)2^ + fn^i — A^ 

+ n^Vi — V2) = 
bringen und findet daraus, wenn man 

(45.) (wi2 + ni2 + l)(m2* + ns* + 1) — (»»iffi2 + Win2 + If 

= (»Wi — ma)* + (ni — na)* + (»Wina — m^ii)^ =» 2) 
setzt, 

(46.) D.zi^ — [{mi — W2) + n2(fnin2 — t»2«i)](iMi — /<.>) 

— [(wi — na) — wi2(min2 — ni2ni)](i?i — 1^2), 
(47.) D.Z2^ — [{mi — ffi2) + ni(niin2 — manO] (/ii — ^) 

— [(ni — na) — wii(mina — wi2ni)](ri — V2). 

Für diese Werte von zi und ^a wird jP(^i, -^2) aach 
wirklicli ein Minimnm, denn aus den Gleichungen (43.) und 
(44.) findet man 
(4a) Fn = 2(wi« + ni^ + 1), F^^- 2(wiima + nma + 1), 

i^22 = 2(nia« + na« + 1), 
folglich ist 

,(49.) 2^ii>0 und FnF22 — F^^ =^ 4J) > 0. 

Um den kürzesten Abstand P1P2 selbst zu berechnen, 
bilde man zunächst 
(50.) IK^i-Z2) 

= (wiin2— niani)[— (w»i— ni2)(ri— 'ra)+(ni— n2)(^i— AI2)] 
und beachte, daß man mit Rücksicht auf die Gleichungen 
(41.) die Gleichungen (43.) und (44.) auf die Form 

I ^i(a:i — X2) + ni(yi — ya) + (2^1 — ^ = 0, 
\nh{xi — X2)'hn2(!/i — y2) + {zi — Z2}'=-0 
bringen kann. Daraus folgt 

(52.) (mina — nhflti)ixi — aja) = (ni — niiizi — ^a), * 
(53.) (niina — m2ni)(yi — ya) = — (mi — «i2)(2:i — Z2)] 
dies gibt 
(54.) P:P2' 

- ^^~ ~::-N2[(*»i— ^2)*+ (wi— m2)*+ (mina— mznO*] 



(mina— »«a^ir 

« _A^i —.^2)* ^ [(mi— maX^i— 1^2)— (ni— n aX Ai— ^) ]« 
(wiMa — wani)^ 2) 

also 
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(55.) PlP2= ± 



y(mi — f»2)* + (ni — n2)* + (»»1^2 — tW2ni)* 

Die beiden Geraden gx und ^2 schneiden sich, -wenn 
der Zähler dieses Ausdrackes gleich NoU ist 

§ 169. 

Maxima und Minima mit Nebenbedingungen. 

(Vgl. die Fonnd-TabeUe Nr. 273.) 
Bisher war immer die Voraussetzung gemacht worden^ 
daß in der Funktion 

(1.) U^f(Xu X2y...Xn), 

welche ein Maximum oder ein Minimum werden soU, die n 
Veränderlichen voneinander unabhängig sind. Das wird aber 
bei den wenigsten Aufgaben der Fall sein. Soll man z. B. 
die Zahl a so in drei Teile teilen, daß das Produkt dieser 
Teile ein Maximum wird, so ist die Fimktion, welche ein 
Maximum werden soll, 
(2.) f* = xy^, 

wo zwischen den drei Veränderlichen die Bedingungs- 
gleichung 

(3.) x + y + z = a 

besteht. Diese Aufgabe wurde in dem vorhergehenden 
Paragraphen so gelöst, daß man aus Gleichung (3.) den 
Wert von z berechnete und in die Gleichung (2.) einsetzte. 

Dadurch erhält man 
(4.) u = xy{a — x — y)==f(Xj y), 

also eine Funktion, welche nur noch die beiden unabhängigen 
Veränderlichen x und y enthält 

In ähnlicher Weise kann man häufig zum Ziele kom- 
men. Soll z. B. in die Ellipse 

62a;2 + aV — a*6* = 
ein Dreieck P1P2P8 mit möglichst großem Flächeninhalte 
einbeschrieben werden, so hängt die Funktion 

(5.) 2jP = xi(y2 — ys) + ^3 — t/i) + Xsiyi — ^2), 
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welche ein Maximum werden soll, von seehs Veränderlichen 
^1} Vi^ 372, ya; Xs^ i/ü ab. Diese sind aber mcht voneinander 
unabhängig, sondern sie müssen den drei Gleichungen 

(6.) b^xi^+ah/i'-=a^^, b^xt^+a^j^^=a^h^, 6^a=4-aV=^A* 

genügen^ damit die drei Punkte Pi, Pt^ P^ auf der Ellipse 
liegen. Jet^t kann man aber aus den Gleichungen (6,) die 
Werte von j/i, y^^ y^ bezw. als Funktionen von aiij a^, ^ 
ausrechnen und in den Ausdruck für 2F einsetzen. Dann 
hat man nur noch eine Funktion von drd unabhängigen 
Veränderlichen Xi, xs, a^at weiche ein Maximum werden soIL 

In den meisten Fällen wird aber eine derartige Elimi- 
nation viel zu umstand lieh sein, als daß man an ihre Aus- 
führung denken konnte. Dagegen führt die folgende Me- 
thode im allgemeinen viel leichter zum Ziele* 

Es sei wieder 
{7.) u = f{xi, x-g,,..x„) 

die Funktion, welche ein Maximum öder ein Minimum wer^ 
den solL Dabei seien die n Veränderlichen Xi^ x%^.,.x^ 
den m Bedingungsgleichungen 

<Pt{Xi, X2y,.*X^) =0, 



(8.) 



unterworfen, wobei aber wi < n sein muß. 

Zunächst erkennt man, daß hier das früher (§ 167) 
angegebene Verfahren nicht mehr anwendbar ist. Ent- 
wickelt man nämhch f{xi + Ai^ a?2 + /?2t ■ - ^a + ÄJ nach 
steigenden Potenzen von /?i, /ia,.*,ft„f so erhält man aller- 
dings wieder 

j r= f{xi + Äi , jr3 + 'is j - ' ^K + A») — A^^i r ^, . " 2:#i} 

= fihx + hht Jr-'^-Uhn^- [hx.ht, . . . Ä„]j, 
Wollte man jetzt aber 

ht = 0, h^ = 0, - - , h^ = und Äi ^ 
setzen und daraus schließen, daß fi ^^ 0, sein muß, so würde 
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man einen Fehler begehen, weil ja nur solche Werte von 
^1, As,... Am in Betracht kommen dürfen, für welche auch 
die Gleichungen 

9>2{Xi + hi, Xi+h%j...Xn'\'hn) = 0, 



(9.) 



9Jixi + hi^ x% + h%^...Xn + K) = 
befriedigt werden. Von den Größen Ai, A2, •••Aj, sind da- 
her nur n — m, z. B. A^^i, Aim^.2, • . . A^ wÜOcüi^ichj während 
sich die Werte der m übrigen (Ai, A2, ...Aj^) aus den fH 
Gleichungen (9.) ergeben. 

Man kann aber trotzdem ein Verfahren finden, das 
dem früher angegebenen sehr ähnlich ist. Setzt man 
nämlich 

(10.) F{Xij X2j...Xt^ — f(Xi, X2j...Xn)+k9>l(Xij X2,...X^ 
+ ^292(^1, X2^*"Xn)'\ h i^9>m{Xu iC2j • • • Xn)j 

wobei Xi, Jl2,...>U noch ganz beliebige Größen sind, so ist 
es gleichgültig, ob man das Maximum, bezw. das Minimum 
der Funktion f(xi, 052, .. . Xn) 
oder der Funktion F{xi, x^^... x^) 
aufsucht, da doch nur solche Werte von xi, X2, . . . Xm in Be- 
tracht kommen, für welche die Gleichungen (ß.) befriedigt 
werden. Man kann jetzt aber noch über die m Größen 
^ly ^)**-^ passend verfügen und dadurch den Umststfid, 
daß die Größen Ai, A3, ...Am von den Größen A^+i, 
Aipi+2)**.Am abhängig sind, ausgleichen, um nämlich die 
Werte von a?i , a^, . . . Xi» zu finden, für welche F{xij X2^.,, x^) 
ein Maximum oder ein. Minimum wird, muß man wieder 

(11.) J = F{Xi + Ai, X2 + h2,...Xn + hn) — F(Xu X2j,.. Xn) 

nach Potenzen von Ai, A3, ... A« entwickeln. Dies geschieht 
nach der Tay2arschen Reihe, und zwar erhält man 
(12.) J = Fihi + F2h2 + '" + FJin + [Ai, Aa, .. . A^]^, 
wobei die ersten partiellen Ableitungen von F{xij X2,...Xn) 
nach a;i, 2^, . . . x^ bezw. mit Fij -P2, • . . -f^t ^öd der Rest mit 
[Ai, Aa, . . . Am], bezeichnet sind. Damit nun jP(xi, x^^.., x^) 
ein Minimum wird, muß J für alle zulässigen^ hinreichend 
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kleinen Werto der Größen Ai, hA,**fhm heständiff po^iv 
sein^ und damit F{xij x^^^^^^m) Bin Maximum wird, mtiA 
J für all© zidä.^ai^en, hinreichend kleinen Werte der Größen 
hu A^f » hn beständig negG^iv sein. 
Bezeichnet man jetzt 



dxA 



mit g>«^, 



wobei a alle Werte von 1 bis m und ß alle Werte tou 1 
bis n annehmen darf, ßo kann mau die m Größen Jli, im^ 
.«.2« ßo bestimmen^ daß die m linearen Gleichungen 
Fi^fi + ^lyii + l^n H h k^^mi = 0, 



(13,) 



befriedigt werden. Dadurch geht Gleichung {12.) über in 
(14.) ^ -= F„+iAiw-M + i*^ffl+aAiff+a H — * 

Da nun Aj^-vii h^^^^-'-^n willkürlich sind, so kami 

man 

setzen^ so daß sich die Größe ^ auf 



(15.) 



i = Ff^^ih^+i + [Aij Äg, . . , hin^i, 0, .. . OL 




reduziert. Macht man jetzt h^+i hinreichend klein, ao 
müssen auch At, h2,<*.h,„ beliebig* klein werden, wenn die 
Gleichungen (9.) befriedigt werden aollen. Wäre also Fm-t-t 
von Null verschieden, so könnte man hf„+i so klein machen, 
daß, vom Vorzeichen abgesehen, FM-^xh^^i größer würde 
als [Ai, As, ...A„+i, 0,...0]3, daß also ^ dasselbe Vor- 
zeichen hätte wie Fm-ti^m+i- Diese Größe wechselt aber 
das Vorzeichen zugleich mit h„^ij folglich kann nur dann 
ein Maximum oder ein Minimum eintreten, wenn 

ist. In derselben Weise kann man zeigen, daJI auch 

F^^2 = 0,...F^ = 
sein muß. Dies gibt zur Bestim^mang der tJ Größen xi^ 
;t^,...Xn außer den m Gleichungen (S,) noch die n^m 
Gleichungen 
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^iw+2=/«i+8+ii9>l. iw+2+^2^, IW+2+ • • ' +^9>*«. iw+2=0, 



^n = /» + il^lÄ + ^292n H h ^9mm = 0, 

Bei der Herleitang wurden allerdings die m Glei- 
chungen (13.) zur Berechnung der m Orößen >lij JI2, . . . iU 
und die n Gleichungen (8.) und (16.) zur Berechnung der 
n Größen ^, o^, • . . 2;^ benutzt Man ist aber natürlich 
an diese Beihenfolge in der Ausführung der Rechnungen 
nicht gebunden, sondern hat nach dem vorhergehenden im 
ganzen m + n Gleichungen, nämlich die Gleichungen 



(17.) 






Yif + ^l9>lji + ^9P2n + • • • + i-m^mn =0, 

die gerade zur Berechnung der m + ^ unbekannten Jli, JI2, 
. . . X^^ Xi^ 'x%j . . • Xn ausreichen« 

Auf diese Weise findet man aüe Wertsysteme der n 
Veränderlichen, für welche möglicherweise ein Maximum 
oder ein Minimum eintreten kann. Ob dann für ein so 
gefundenes Wertsystem wirklich ein Maximum oder ein 
Minimum eintritt, geht in vielen Fällen schon aus der Natur 
der Aufgabe hervor. Deshalb möge hier die etwas weit- 
läufige Entwickelung eines allgemein gültigen Kriteriums 
übergangen werden. 

§^170. 

Aufgaben. 

Aufgabe 1 Es soU das größte rechtwinklige Parallel- 
epipedon gefunden werden, das einer Kugd mit dem Halb- 
messer a einbeschrieben werden kann. 

Auflösung. Da der Mittelpunkt des Parallelepipedons 
zugleich auch der Mittelpunkt der Kugel sein muß, so ist 
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der BorchmeBser der Kugel, nämlich 2a j eine Diagonale 
des Parallelepipedons. Nennt man also drei anein änder- 
st oßende Kanten 2xy 2y, 2^, m wird 
(1-) y = f{Xy y, B) = 8x^2 

die Funktion, welche ein Hazimum werden soll, nnd 
(20 <p(3:, y, z) = x^ + y^ + ^^-a^ = 

ist die Bedingung» welche zwischen den drei Veränderlichen 
stattfindet. In diesem Falle wird deshalb 

(3.) F{x, y, B) = f+Xip = 8xyz + Mx^ + y^ + z^- a% 

(4) Fi = SyiT + 2;ix = 0, F% = Bzx + 21y = 0, 

Dies gibt 

(5) _i = ^ — ?^ = ^, 

4 a; y ^ 

also mit Rücksicht anf Gleichung (2,) 

(6.) ic* = ^^ ^ ^2 ^ — j oder x^y^z=^^ YBr. 

DeE Würfel ist daher das größte rechtwinklige Parallel- 
epipedon^ welches der Kugel einbeschrieben werden kann. 

Aufgabe 2. Es soll das größte rechtwinklige Parallel- 
epipedon gefunden werden, welches dem Ellipsoid 

eiiibeachrieben werden kann, 

Auflösung. In ähnlicher Weise wie bei der vorigen Auf- 
gabe findet man hier für die halben Seitenkanten die Werte 

(8.) ^«|V3, y=ln, ^=-in. 

Aufgabe 3, Unter allen 
Kegeln mit gleichem Volumen 
F denjenigen zu finden, welcher 
die kleinste Oberfläche hat. 

Auflösung. Der Halbmesser 
der Grundfläche sei x, die Höhe 
sei ^, und die Seitenkante sei ^ 
(vgl Fig. 180); dann wird die 
Gesamtoberfläche 
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(9.) = x^x -f- xzx^ also f{x^ y, 0) = a:^ -f- xz. 

Dies ist die Funktion, welche ein Minimum werden 
soll. Zwischen x^ y und z bestehen dabei noch die Be- 
dingungsgleichungen 

(10.) F=?^, x« + y« = ^2, 

oder 

n(\ \ i ^^^^' ^' ^^ "^ ^^~ ^*^^ ^ °' 

^ ^^ l9a(a:, y, z)^x^ + y^-z^ = (}. 

Dies gibt 

(11.) JJ'Ca:, y, ^) = a:« + a:;j+2i(3F— a:2jry)+ia(x«+y«— «r«), 

|^i(«, y, «) = 2x + a? — 2Xixxy + 2;iiaj = 0, 
J?Vaj,y,^)= —Xixx^ 4-2Xty = 0, 

^8(a:, y, iP) = a; — 2X^z == 0. 

Durch Auflösung dieser Ghleichungen findet man 

(13.) ^=-£' ^^""^h' ^' + 2x2f + ^* = 2y*, 

oder 

(14.). x + z = yV2, 

Mit Rücksicht auf die Gleichungen (10.) erhält mi^n 
daher 

gt — a;* = y*, oder (z 4- a:)(2f — x) = y*, 
also 

yV^iz — a:) = y*, oder z — a: = -^i 
oder wenn man noch Gleichung (14) beachtet, 

(16.) . = A, x = -«^, 7 = 1^, 

^ ' 2V^ 2>^ 8-3 

folglich vird 

(16.) «K2 = |^, y = 2|/^, «K2 = 3a:V2 = 3|/^i. 

Die Gesamtoberfläche dieses Kegeb ist dann 
(17.) = Ax^x = 2-^^W^ . 

Aufgabe 4^ Von einem Viereck sind die vier Seiten 
d, bj Cj d gegeben; wie groß müssen die Winkel sein, da- 
mit der Flächeninhalt ein Maximum wird? (Vgl. Fig. 181.) 
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Auflösung. Ist ABCD das gesuchte Viereck, und 
setzt man ^ 

^ABC = x, ^ADC=y, 
so wird 

2AuiJ5(7=a68inx, 2 A^2)(7 = cd8iny, 
also 

( 18.) 2jP = f{x^ y) = oftsina: + cdimy. 

^^' ^^^' Dies ist die Funktion, wel- 

che ein Maximum werden soll; 
dabei sind aber x und y nicht 
voneinander unabhängig, denn 
nach dem Kosinussatz wird 




AC^ = a^ + 62_ 2a6cosa;, 

ÄC^ = c^ + d^ — 2cdcosy, 

dies gibt 

(19.) ff{x^ y) = a^ 4- 62 — 2a6cosa5 — c* — ä^-^- 2cdco8y = 0. 

Setzt man daher 

F{x, y) = f{x, y) + Xqix, y), 
ßö erhält man 



j Fi{x^ y) = aftcosx 4" 2a6>lsina; = 0, 
I F2{x^ y) = cdcosy — 2cd>lsiny = 0, 



(20,) 

oder 

(21,) cosar-f 2>l8ina; = 0, cosy — 2>l8iny = 0, 

und wenn man X eliminiert, 

(22-) sinycosx + sinxcosy = sin(a; -f- y) = 0. 

Da jeder der beiden Winkel x und y größer als 0^ 
und kleiner als 180^ sein muß, so kann diese Gleichung 
nur befriedigt werden für 
(33.) x + y = ISO«. 

Wenn von einefn Viereck die vier Seiten gegeben sind, 
m ist also der Flächeninhalt dann ein Ma^ocimunty wenn das 
Viereck einem Kreise einheschriehen ist. 

Den Wert von x findet man jetzt ohne weiteres aus 
Gleichung (19.), weil cosy gleich — cosx ist. Dies gibt 
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(24) 



cosa; = 



2{ab + cd) 



Fig. Iffi. 



huf^ßbB 5. Auf einer Ellipse mit der Gleichung 
(26.) gix, y) = 6V + aV — äV = 

sind zwei Punkte Pi und Pa gegeben; man soll auf der 
Ellipse einen dritten 
Punkt P bestimmen, so 
daß der Flächeninlialt 
des Dreiecks PiPjP mög- 
lichst groß wird. (Vgl. 
Fig. 182.) 

AllfUtoling. Bezeich- 
net man die Koordinaten 
der Punkte Pi, P2, P 
bezw. mit xij,yi] aJi, jfy] 
X, y, so wird bekanntlich 
der doppelte Flächeninhalt des Dreiecks P1P2P 

(26.) 2F=siyi—jf2i+y{x2—xi) + xiy2—x^i = fx,y). 

Dies ist die Funktion, welche ein Maximum werden 
solL Zwischen den beiden Veränderlichen x und y besteht 
dabei noch die GHeichimg (25.), da der Punkt P wai der 
Ellipse liegen solL Deshalb ist hier 
(27.) F{Xj y) = x(yi—y2i + y{x2 — xi) + x^ — Xiyi 

jFiix, y) = yi—yt + 2Xbh>=0, 




(2a) 



\F2(x, y) = xg — xi + 2lah/ = 0. 



Dies gibt durch Elimination von i 

(29.) • b%ci — X2)x + aHin — y2)y = 0. 

Da die Punkte Pi und Ps auch auf der Ellipse liegen, 
so gelten die Gleichungen 

folglich ist auch 

(30.) b%xi^ ~ xt^) + a«(yi2 — y^«) = 0; 

d. h. die Gleichung (29.) wird befriedigt für 
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(31.) 



X' 



Xi +X2 
1 



y 



yt + : 



2 ' ^ 2 

und stellt deshalb einen Durchmesser dar, welcher die Sehne 
P1P2 halbiert. Nennt man die Endpunkte dieses Durch- 
messers P und P', so haben diese beiden Punkte die ver- 
langte Eigenschaft des Maximums, denn nach der Lehre 
von den konjugierten Durchmessern sind die Tangenten in 
P und P' zu P1P2 parallel In dem Dreieck P1P2P (und 
ebenso in dem Dreieck P1P2PO ist deshalb die Höhe größer 
als in einem jeden Dreieck PiJ^P", welches dieselbe 
Q-rundlinie P1P2 hat, dessen Spitze P" aber auf der Ellipse 
dem Punkte P (bezw. dem Punkte PO benachbart liegt 

Aufgabe 6. In eine Ellipse soll ein möglichst gro£^ 
Dreieck P1P2P8 einbeschrieben werden. (Vgl. Fig. 183.) 

j^ 188, Auflösung. Diese 

Aufgabe läßt sich un- 
mittelbar auf die vorher- 
gehende zurückfuhren, 
indem man z. B. die 
Punkte Pi und Pa als 
gegeben ansieht und den 
Punkt Ps sucht. Die 
Verlängerung des Halb- 
messers OPq muß daher 
die Sehne P1P2 halbieren. 
Ebenso muß die Ver- 
längerung von OPi die Gerade PtPs, tmd die Verlänge- 
rung von OP2 die Gerade PgPi halbieren, d. h. der Mittd- 
punkt der Ellipse ist gleichzeitig der Schwerpunkt des 
gesuchten Dreiecks P1P2P8. 

Da in jedem Dreieck der Schwerpunkt die drei Hal- 
bierungstransversalen im Verhältnis von 1 : 2 teUt, so kann 
man ein solches Dreieck PiP^Ps konstruieren, indem man 
auf der Ellipse einen Punkt Pi beliebig annimmt, den Halb- 
messer OPi über bid ^1 verlängert, so daß 
(32.) PiO=120iVk 

wird, und durch Ni eine Parallele zu der Tangente im 
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Punkte Pi zieht; dann sohneidet diese Parallele die Ellipse 
in zwei Punkten P« und Ps, so daß das Dreieck PiPgPa 
seinen Schwerpunkt in hat. Dabei sind nach der Lehre 
von den konjugierten Durchmessern die Koordinaten des 
Punkte« N\ 

2~ 2 ' 2 2 ' 

folglich gelten die Gleichungen 

(33.) xx+xg + X9 = und yi + y« + ys = 0. 

Da bei dieser Konstruktion der Punkt Pi noch ganz 
beliebig auf der Ellipse angenommen werden durfte, so 
findet man hierdurch unendlich vide Dreiecke, von denen 
aber sogleich, gezeigt werden soll^ daß sie alle gleichen 
Flächeninhalt haben. Der doppelte Flächeninhalt des Drei- 
ecks PiPftPa wird nämlich mit Hücksicht auf die Glei- 
chungen (33.) 

(3i.) 2P= iti(y% — ya) + xafj/s — yi) + x^—yt) 
= d(xiy2 — Xiyi). 

Da die Punkte Pi und P% auf der Ellipse liegen, 
gelten die Gleichungen 

welche durch Multiplikation die Gleichung 
(35.) ft*xi«XÄ« + aV V* + a^b\xih/t^ + a^sV*) = «"6* 
geben. Femer hat die Tangente im Punkte i\ die Glei- 
chung 

b^xiXf + ah/iy — a«62 = 0, 

folglich ist die Gleichung der Geraden, welche man durch 
Ni parallel zu dieser Tangente legt, 

(36.) ib^x' + 2aVy' + «'ft* = 0. 

Da diese Gerade durch den Punkt Ps hindurchgeht, 
so wird 

2bhcixt + 2a«yiy* = — a«6«, 

und wenn man beide Seiten dieser Gleichung ins Quadrat 
erhebt, 

(37.) 4Wn«a^« + Sa^b^xiXiyiy^ + 4a^i^« = a*6*, 
oder mit Rücksicht auf Gleichung (35.) 
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1 



ns-lBL 



oder 

(380 ^^m — ara^i)* = 3a^b\ ^Xiyt — xt^i) = ahV^. 
Dies gibt mit Ricksicht auf Gleichung (3i) 

(39.) 4F=3aÄV3. 

Der nächeninhalt ist also unabhängig von der LfOge 
des Punktes Pi, so daß es unendlich vide Dreiecke PiPsPs 
gibt, welche gleichen Inhalt besitzen, und welche größer 
sind als alle übrigen der Ellipse einbeschriebenen Dreiecke. 
Aufgabe 7. In eine Kugel mit dem Halbmesser a soU 
ein Zylinder mit möglichst großer Oberfläche einbeechrieben 
werden. {Vgl, Fig. 184.) 

Auflösung. Bezeichnet man 
die Halbmesser der Grand kreise 
mit X imd die Höhe des Zylin^ 
ders mit y^ do wird die Ober- 
Üäche 

(4O0 P==2x*jr4-2a5j^jr, 
also 

(4L) f{x,y) = ^-^xy, 
wobei noch zwischen x und y 
die öleichong 
9<^ y) = 4a:' + y* — 4o* = ^ 

Daraus folgt 

F{x, y) = fi^ y) + ^^ y), 

\Fi{x, y)^2x + y + 8lx = 0, 
[Fi{x,y)= x + 2Xy = 0, 




(42.) 

besteht. 

(43.) 

C44.) 



(45.) 
oder 
(45 a.) 



2xy + j/»-4x« = 0, 



{x + yf = 5x*, y = x{-l±Yb). 
Da X and y beide positiv sein müssen, so kann hier- 
bei nur das obere Vorzeichen gelten. Es wird also 

(46b.) y = a<-l + K5), 

und mit Rücksicht auf Gleichung (42.) 



I 
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(46.) ««(10 — 2y5) = 4a8, 20»« = a«(10 + 2V1&), 



(47.) 



t 



(4a) ax,y) = 7ix + y) = aflyb = '^{Yb + l). 

Dasselbe Resnltat wir bereits in § 65, Aufgabe 27 
(Seite 346 und 347) gefunden worden. 

Aufgabe 8. Durch den Mittelpunkt eines Ellipsoids 

(49.) 9>i(a^, y, ^) = ^I + p + ^ - 1 =0 

ist eine Ebene 

(50.) 9)2(ar, y, z) = Äx -^t By+ Cz = 

gelegt; man soll die Achsen der von dieser Ebene aus- 
gesclmittenen Ellipse bestimmen. 

Auflösung. Verbindet man 6inen beliebigen Punkt P 
der Schnittkurve mit 0, so wird 

(61.) ÖF = fix, y, z) = x^ + y^ + z\ 

wobei die Veränderlichen x, y, z den Gleichungen (49.) und 
(50.) genügen müssen, unter diesen Halbmessern OP ist 
die große Halbachse ein Maximum und die Meine Halb- 
achse ein Minimum. Man findet daher die beiden Achsen, 
indem man die Werte von x, y, z bestimmt, für welche 
f{Xj yy z) ein Maximum oder ein Minimum wird. Hier- 
bei ist 
(52.) F{x, y,z) = f+ Xm + ^9>2, 

(53.) i^i = 2x + ^ + ^ ^2 = , 

(54.) F^ = 2y + '^ + BX, = 0, 

(55.) J^3 = 22r + ?^ + (7^2 = 0, 

also 
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Mit Rücksicht auf die Gleichungen (50,) tmd (49,) 

folgt hieraus 

Aus Gleichung (57.) findet man die beiden Werte von 
Xi und aus Gleichung (58.) die zugehörigen Werte von Jtf. 
Indem man diese Werte von X\ und h in die Gleichungen 
(56.) einsetzt, erhalt man schließlich die gesuchten Wert© 
von X, fj, z. " 

Gleichung (57.) kann man auf die Form 
(59.) (J V + B^ + C%%^ 

+ [Ä^a^b^ + c^ + B^^(a^ + a^) + C^c%a^ + b^\Xi 

+ {Ä^ + B^ + C^)a%^^ = 
bringen. Diese quadratische Gleichung hat zwei gleiche 
Wurzeln, ^enn 

(60.) [A^a%b^ + c^ + B%%c^ + a^+ C^c\a^ + h^f 

— 4( J.%^ + 5^0^ + C^'^){A^ + £^ + C^)a%^^ = 

ist. Wird diese Gleichung befriedigt, so werden auch die 
Achsen der zugehörigen Ellipse einander gleich, d. h, die 
Ebene Ax -^ By + C^ ^ schneidet aus dem EUipsoid 
einen Kreis aus. 

Jetzt kann man aber Gleichung (60.) auf die Form 

(GOaO A^a\l^ — c^f + B^h\c^ — a^)^ + C^<^a^ — b^ 

+ 2B^0Wc^a^ — b^(a^ — c«) + 2C»^Vö^(6^ — c^{b^ — a^) 
+ 2A^B^a^^ic^ — a^{4? — 6^) = , 

oder 

(60 b.) [A^d\b^ ^ ^)^C2^^2_ j3j]2 +^j V— <?*)[^^V*— €^} 

+ 24M&^ — c^ + SC^cV« — 6«)] = 

bringen. Unter der Voraussetzung, daß a* > fi^ > c* > 
ist, sind beide Glieder auf der linken Seite dieser Gleichung 
positiv, oder mindestens gleich Null^ dio Gleichung kann 
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also nur befriedig werden, wenn die beidea Ghlleder einzeln 

gleich Null sind. Dios gibt 

(6L) S^aW — ^^} = C V(a2 — ö^j ^^a B=0, 

oder 



(62.) C = ±rä»(P^^' 

Duroti die beiden Ebenen 



B = 0. 



(63,) xyc*(a* — ft«) ± syfl*(6B — c«) = 

werden also Kreise aus dem Ellipsoid ansgescbnitten. Das- 
selbe gilt von allen Ebenen, die zu einer dieser Ebenen 
parallel sind und das Ellipsoid in einer reellen Kurve 
schneiden. 
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Anhang. Tafeln ftLr die hyperbolischen Fonktlonen» 

fOr die Beziehung zwischen dem transcendenten Winkel ^ 
und dem gemeinsamen Winkel u. 



Grad 


a^ln 


hG+l)]*' 


Grad 
f 


»^ In 


['.G-+I)P 


0^ 


0^ [ 10' 


20^ 


3ü'| 40'|r>oi 


0^ 1 10' 


20' 


ao' 1 40' 


50^ 





i>a<x» 0,^:139 


0,005 a 


0,0087 


i3(,t]il:t6 


OiOMS 


45 

4^ 
47 

4« 
49 

50 

51 
5« 

S3 
54 

55 

56 
57 
58 
59 

60 ' 
61 

63 

u , 
65 

67 
68 
6g 

70 

7^ 
7a 

73 
74 

■36 

7& 
77 
TB 
79 

80 

81 

8:: 

ä3 

84 

86 

P7 
84 


SSt4 


aSss 88^1. B938i 


897« 


9I»4 


i 

9 


0175 t3J4 
0149 1^373 
05? 4 0553 


0333 
0407 
0^83 
**757 


0767 

0436 

o6t 1 
ot86 


Cl7ftl 

0466 

C649 
0815 

'34= 

1^18 
1(95 


C^3«0 
0495 
C670 
0*45 


p,qo63 
0,93 ire 
Oi9Ä?i 

0^9838 

t^öiD7 
0381 

0048 
i=45r 


0,0 3Sq 

o,a6r9l 

I^O«f3 


0,9147 

o,94tj» 
^,99-37 


0.911(9 

0,944 s 
a.970* 

0,9973 


o,^iatM«3> 

o,97S» fl>t«9i 


5 


0874 0^1 


C^JJ 


ti37 
13^3 
U^ 
i666 

0,1843 

SOTT 
■ T95 
^378 
355! 

»739 


luLircji 


1,0198 


D'd04 
109^4 

»39" 


i„«iB^ 


'^«3li 


6 

7 

a 

9 


»577; 


tafü 
1JS4 
i4.>^ 
1607 


ti^j8 

1460 
1636 


1195 
»37* 
JS4B 
i7'5 


0418 

L.709 
0997 
1391 


0474 
0756 
11J45 

_t34i 
1644 


0567 

II4I 

144s 

«747 


«4m 

14^ 


10^ 


Cr,» 7. ■^4 


0,1784 
3MÜ 

36713 


E>,i8i3 
1991 
7169 
S3t^ 

370^ 


£;,iß73 


Dh,t9l}3 


154^1 <S93 


9378 

-6SJ 
7O9O 


■r#i 


11 

19 


>e8a 
^3769 
3951 
3*33 
3317 
35r:j 

o,3GSS 


30&(3 

335Q 
J43S 
361& 

3799 

T981 
3164 
334* 
3533 


2^92 


»903 
3 »30 

3M7 

3BI>7 


^955 
3374 

aiJ39 


S060 

»713 

3*^S4 




16 


lO^T« 1,3"*^ 


1.3V87 


1*3345 


*.3405 


»a*** 


t6 
»9 


301 3 

3f95 


304* 
3*09 


3a ^0 
307B 

3440 


99?C 

3103 

3j8ö 

347^ 


352* 

4 3ba 
4*59 


35B* 

355' 

473& 


3*45 
4DI4 

4 397 
4793 


37«5 
4D77 
44«> 
4Be« 


^7*? 
4 '4* 
45*7 
49 *t 


3»i4 
4!.n 

i9'3» 


20 


D,jy-^4 


o,35'>5' £>,36s6 


f^iü*57 

■ ^3ßM 
4033 

4413 
4«05 


0.3719 
39^* 

47B1 

_.4 4 77 
467L> 
4fi"6i 

0,5663 

f*73 
67 §3 

^4^3 

"^7:17 

.'759; 

0.78 3 >: 

a^&g 

8sa^ 
S773 


5^*^^ 


S"34 


Ä^l 


5=75 
S7öt 

66(5 

7iOi 


5343 
1774 

^515 


u^i 


"4 


375'^ 

4137 
4.ti7 


378. 

41 sS 

4349 


36^3 
4üPt 
4T9Ü 

43S = 


4445 


54Ä5 
5933 
Sij7C 
^1856 

T.73^J 
1,7877 
iti*J7 

r^90o#l 

1.0376 

51,17*1 

3,^4It 
3,6rtc»3 
7.7 ,4^ 

'^94^-7 


5557 

64 J7 

i,74|o 


5625 
&07I 

7019 

i,75iie 


*773 


25 


4S«) 


4T15 
493^ 

53=<S 


_457J 

47^7 

4^6? 

_53S5 


4^37 


1,76»? 


»,77« 


W** 


3Ö 


47tr2 

4«97 
0,5 4 VJ 

IS 

67*3 

7j8^ 
740J 


47'55 

4095 
519] 

<H55^4 


483^ 

liC438 


1,79^7 
i,85?i 
i,9ia8 
tv97^^9 
9,^*3% 

^'^94 

3^3^^Q 

^4531 

3,6St4 

1,8184 


i.«*oS7 
i,B6i7 

i.5ä3fi 


i.8«49 
1.87*4 
V93t* 

a,otii9 
3,1340 

?,3I17 

a,'05T 

3,3873 

3.5995 
7,7^50 

aJÄSs 
1.o35'i 


tjt4i 

t,*4H 
a,oö54 

3,l4tt 

i,»33j 

».40 n 


*^'b4 


30 


1>r$S^l 


?t0^c3 
j~i3i7 
7,1983 

',4703 


ljc,:5j 


3t 
31 


5730 
S935 
614? 
fi35> 
6564 


57^4 
617? 

7033 

7^54 

^__7^<7fl 
--^77^5 


fi4*7 

6>35 

707.3 
7391 
751Ö 


583 = 

6ojfl 

6457 

6IS7 
71CS6 

737S 
7i5 51 


1,41;^ 


35 


',5^fl 

3,7<7« 

3.69*5 
3.066J 


Sgl? 


3^ 
19 


1 ^"77^ 

7a rj 

7*4^^ 


3,7030 
=■,843« 




40 


0,7667 

7^97 
8131 

S61Q 


öJ7*:i 


0,773^ 

aai4 

B4S? 
P73^ 


3,165*1 3.3W4 


3,4Saj 

3.i'4g 

4,335^ 
Si43« 


' 3,174« 
3.537* 

4453* 

5t S4»! 


W*3i 


4> 
4 = 
43 
44 


7859 


^170 
B4r8 


7575 
Baic 
Si4S 


J,(J4^5'3,0'197 
i4,&iTr4^n5^ 

4174 »3, *-^?37 
DO 1 


3,4417 
3.7604 
4,'3*JS 


«8*4 
3^9«' 


45 


1 Ba\4 


SSiS 


fiB^fi 


Sg^e 


1 8979] 9«^«| 90 









*) Ans den Oleichoogen 

©int« = tg*, (ä:of« = sec* (vergl. Forme} Nr. 81 der Tabelle) 



folgt 

^ , . ^. 1 + sin* 



cos» (I) + 2C08 (I) sin(|)+8iiii(|) 



co8<|)-sin»(|) 
= ^^<T + I)- Oder --^tga + D] 

^-^y'i) . [Vgl. §31. 
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Tafel fOr die hyperbolische Funktion 

@lnti — tg.-^ fUr u = bis « — 5,09»). 



M 





X I 


9 3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


^ 


0,0 


0|0000 


OIOO 


0900 


.0300 


0400 


0500 


0600 


0701 


o8oi 


090t' 


101 


o*4 


0^1009 
«,»013 
0,3045 

0,4^08 


xxoa 
ai«5 
3.50 
4ai6 


X903 

9918 
3955 
4395 


X304 

fl3«o 
3360 
4434 


1405 

3461 

4543' 


1506 
9596 

4653 


^6^ 
3678 

4764 


X708 

im 

4875 


18x0 
«837 

1% 


191X 
994» 
4000 
5098 


109 
XO4 
108 

>»3 


0,6 


0,5311 

..«65 
«.»75« 


53«4 


5438 


555« 


5666 


5789 


5807 


6014 


613X 


6948 


»«9 


0,6 
Oi7 
0.8 
0,9 


6485 
771« 
9015 
0409 


6605 

7838 

9«50 

0554 


9986 
0700 


6846 
8094 
94«3 
0847 


6967 
8993 
9561 
0995 


7090 
8353 
9700 
«»44 


9840 
1294 


7336 
86x5 

9981 
»446 


7461 

«748 

oxaa* 
»598 


«95^ 
»33 
«43 
»54 


1*0 


1007 


2063 


9990 


«379 


«539 


9700 


2862 


3095 


3190 


166 


».4 


J.JäJ« 

»«9043 


3594 
5«7^ 
7xfti 

9»59 


5460 
73BX 
9477 


3863 
7583 


4035 
99«9 


6019 
799« 
OX43* 


438a 
6909 
8198 
0369* 


4558 
6400 
8406 

0597* 


4733 
6593 
8617 
o827* 


49»4 
6788 
8829 
»059 


x8x 
196 
9x4 
«34 


I,B 


».««93 
«.3756 
«,6456 

•.94t9 
3,a68» 


1599 


1768 


•008 


995 X 


«496 


«743 


2993 


3945 

5896 
8806 
aoo5' 

5593 


3499 


«57 


1.6 

>*9 


4015 
6740 
9734 
3095 


4976 
7097 
0049* 
337« 


4540 

73«7. 
0367* 
379« 


4806 
7609 

4075 


5075 
7904 
10X3* 
443» 


X340» 

479« 


5690 
8503 
x67i* 
5»56 


6175 
9txa 
934»* 

5894 


•8x 
3x0 
34« 
375 


«tO 


3,6*69 


6647 


7oa8 


7414 


7803 


8196 


8593 


8993 


9398 


9806 


4«3 




4«o»i9 
4,457« 


0635 

.5030 

9876 

5aax 


1056 
5785 


1480 
596« 
0903* 

6354 




9349 
691a 
195«* 
75x0 


«779 
8097 


7880 


3666 
8379 
3562* 
9988 


i8Ü 

4x09* 
9899 


455 
50a 


2.5 


6,0509 


xix8 


»74« 


«36^ 


3004 


3645 


4993 


4946 


5607 


6974 


673 


«1» 


«.6947 

»♦4o63 
«.«9«9 
9.0596 


7698 
48«4 
«749 

X5X9 


83«5 
«437 


443« 
337«' 


9709 
7««« 
5««7 

43«5 


0417* 
7894 


II39* 

8683 


x854* 
9480 
7909 
7203 


9583* 
0285* 
879« 
8,8s 


33«9* 
ioo8* 
9689 
9»77 


744 

891 

907 

1009 


8,0 


«M»t79 


XX9I 


99X9 


3«45 


4«B7 


5340 


6403 


7477 


8569 


9658 


1107 


3.K 

3«4 


".0765 
««,«459 
«3,5379 
«4.965 


x889 

%\ 

«5,««6 


30X1 
494« 

8l9t 

15,968 


95«3 
15,4«« 


5303 
7473 
0918* 
«5,577 


6466 

«758, 
«338* 
«5.734 


764» 

0056* 

3779* 
«5.893 


8827 
«367; 

S991* 
«6,05-^ 


0026» 
9601* 
6684* 
16,914 


X9:)6* 

4028* 
8i6i* 

»6,378 


1993 

«35« 


8,6 

3.« 

3*9 


«6,543 


16,709 


16,877 


«7,047 


«7.««9 


«7.39« 


«7.567 


«7.744 


»7.993 


18,103 


189 


18,385 


18,470 
•o,4«5 
««,564 
•4,939 


«8,655 

90,690 
««,79» 
«5.«9o 


«3,o«o 
«5.444 


«9.033 
•1,037 
•3,«5« 

«5.700 


«9.««4 

«5.958 
98.690 


«9.4«8 
•«,463 
«3.7«« 
96,319 


X9,6t3 
«x,679 
«5,961 
«6,483 


i9,8xx 
9X,897 
94,909 

»6,749 


90,0x0 

99,117 
94,445 
97,018 


•Ol 

a«a 
«46 
97a 


4«0 


•7««90 


«7.564 


97.849 


98,X99 


«8,404 


«8,979 


«9.970 


99,564 


99,862 


300 


4t» 

4*3 

4t4 


3o,«6a 
40,7»9 


30.465 
33,67' 
37.««4 
4«.t«9 


30.779 
4>,54« 


3».o«x 

41.960 


3«,393 

34,097 
38,347 
49.389 


3J733 

4«.8o8 


39,098 

35.398 
39.»«« 
43.«38 


39.350 
35.754 
39.5»5 
43.673 


39.675 
36,xx3 
39.9»3 
44.JX9 


40,3»4 
44.555 


lU 
ti 


4.5 


45,003 


45.455 


45.9»» 


46,374 


46,840 


47.3«« 


47.787 


48.267 


48.75» 


49.«49 


♦95 


4,6 
4<f 


49J37 
54,969 
60.7s« 
67,14« 


50,937 

61,369 
67,8x6 




5«,«5« 

6^.«86 


5«.767 
57.««3 


59,988 
70.584 


59,813 
7«.993 


53.344 
58.955 
65. '57 
79.010 


53.880 
59.548 
6s,8i9 
7«.734 


54.4«« 
60,147 
66,473 
73.465 


668 

738 


».0 


74,«o3 


74,949 


75.70« 


76.463 


77,«3« 


[ 78.008 


78,79« 


79.584 


80,384 


81,199 


•16 



^ Die hier folgenden Ttleln sind entnommen ans Ligowski, Tafeln 
der Hyperbelfnnktionen und der Ereisfnnktionen. Verlag yon Wilhelm 
Ernst ± Sohn in Berlin. 

Eine graphisohe Darstellnng der Funktion y « Sin« gibt Fignr 185 
mi Seite 810. (Einheit gleich ) cm.) 
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Aohang. Tafeln für die hyperbolischen Funktionen. 

Tafel für die hyperbolische Funktion 







aofii« 


«sec* für w« 


»0 bis tf»l 


5,09»). 








M 


-_^. 


1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


D 


0.0 


z,oooo 


OQOZ 


noo9 


0005 


0008 


0013 


oox8 


009S 


0039 


0041 


9 


0,4 


1,0050 

1,090I 

».0453 
z,o8ti 


co6z 

099Z 
0484 
0859 


0079 
0243 
0516 
0895 


0085 

0966 

0549 
0939 


0098 
0989 

0584 
0984 


0x13 
0314 

o6z9 
1030 


OZ98 

0340 

0655 

»077 


11^ 

0699 
1195 


0169 
0395 
073« 
««74 


ox8x 
0493 

0770 
1995 


•0 
30 

S» 


0,5 


1,1976 


Z399 


»383 


»438 


»494 


»55« 


1609 


1669 


»730 


«79« 


«3 


0.6 

0,8 
0.9 


'.»855 
1,9559 

»,3374 
*,433« 


im 

3464 
4434 


.984 
«706 

3555 

4539 


•05s 

2785 

3647 
4645 


«ZZ9 
.865 

3740 
4753 


91&8 

3947 


.958 

3030 
393« 
4973 


2330 
3x14 
4099 
5085 


9409 
3«99 
4Z98 
5»99 


9476 
3986 

4999 

53»4 


««7 


1)0 


».543» 


5549 


5669 


5790 


59»3 


6038 


6164 


6999 


649 z 


655a 


»33 


».3 
1,4 


1,668s 
1,8x07 

«.9709 
9.1509 


6890 
8958 
9880 
1700 


6956 
8419 

oo53^ 
»894 


029H« 
9090 


7233 
8795 

0404* 

9988 


7374 
8884 

9488 


75»7 
9045 

0764* 
969 t 


7669 

9308 


7808 
9373 

ZX39* 

3103 


7957 
9S40 
1390* 
331a 


S69 
«89 

«29 


1,5 


9.3524 


3738 


3955 


4»74 


4395 


4619 


4845 


5073 


5305. 


5538 


«37 


1.6 

»,7 
».9 


9,8983 
3.1075 
3,4177 


60Z3 
8549 

4506 


6'55 
8818 

1669 
4838 


6499 
9090 

»972 
5»73 


6746 
9364 
9977 
551a 


6995 
964a 


7347 
9999 

.620 X 


im 


7760 
049a* 

3530 
6904 


8090 

0789* 

385a 
796 z 


•63 
993 

!2 


2,0 


3.76*2 


7987 


8355 


8797 


9103 


9483 


9867 


0955* 


0647* 


1043* 


400 


2,« 

«.3 

»»4 


4.1443 
4,5679 
5.037» 
5,5569 


»847 
6197 

0868 
61 Z9 


9956 
6580 
1370 
6674 


9669 
7CÖ7 
1876 
7235 


3085 
7499 
9388 
780z 


ZI 


8951 


436a 
8914 

3954 
9535 


4797 
9395 
4487^ 

0195* 


5336 
988z 

50.6 

0791* 


44J 

12 


2,5 


6,1333 


»93» 


•545 


3166 


3793 


44a6 


5066 


57»a 


6365 


7094 


€66 


9,6 

«,7 

3,8 

».9 


6.7690 
7.4735 
8,9597 
>xi46 


8363 
5479 

335» 
9056 


693 z 
4>89 
9976 


5099 

3905 


0493* 
7758 
587» 
4844 


Z,93« 

8533 
6798 

579« 


1831* 
93x6 

6749 


oio6« 

8469 

7716 


3a68* 
0905» 
035« 
8693 


3998* 

i7za» 

0944* 
9680 


in 

909 

9S^ 


ö,0 


10,0677 


1683 


9700 


3728 


4765 


58x4 
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♦) Eine graphische Darstellung der Funktion y «= 6of« gibt Figur 
186 auf Seite 810. (Einheit gleich fem.) 
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9090 
9256 
939« 

9502 


9108 
9271 
9404 
9519 


9126 
9285 
94t5 
9572 

96C.8 
9679 
9738 
9785 
9824 


9«44 
9300 
9'»'7 
953« 
96.6 
9686 
9743 
9789 
9828 


9161 
93«4 
9438 
9540 


9*77 
93»7 
9450 
_955o_ 
9631 
9698 
9753 
9798 
9834 
9864 


. »6 
«3 
II 
9 


1.6 


jL9Si7_ 
9.9646 
9.97«o 

9*9806 
9.984« 


9576 


9584 


9592 
9666 
9737 
9776 
9817 


960X 

9673 
973« 
978« 
982X 


9624 
9699 
9748 
9794 
983« 
9862 
9887 
9907 
99«4 


7 


1.6 
»♦7 
«,8 
«.9 


9653 
97 »6 
9767 
98x0 


9660 
97«« 
977« 
98t3 


6 
S 
4 
3 


2,0 


9844 


9847 


9850 


_9853 
9880 
9909 
99«9 


9856 


9859 


3 


«.« 
«.a 
«.^3 


9.9870 
9.9893 
9.99<3 


9872 
9895 
99«4 


9875 
9898 
99x6 


9877 
9900 
99»8 


9882 
9904 
992X 


9084 
9905 
99«3 


9889 
9909 
9996 


989« 
99«« 
9997 


« 

a 
• 



•) Eine graphische Daxatellong der Fonktion y « Z^x gibt Figur 
187 ftof Seite 810. (Einheit gleich 1 chl) 
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810 Anhang. Tafeln für die hyperbolisclien Funktionen. 
Fig. 185. Fig. 198. 
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y = ©in«. 



y = ^flx. 
"Die Ordinaten der einzelnen Kuryenpankte sind: 
Fig, 18B. Fig. 186. Fig. 
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0,0000 


0,3 


0,3045 


0,6 


0,6367 


0,9 


1,0266 


1.2 


1,5095 


1^ 


2,1293 



1,8 
2,1 

2,4 



2,9422 
4,0219 
5,4662 



X 


y 





1,0000 


0,3 


1,0453 


0,6 


1,1855 


0,9 


1,4331 


1,2 


1,8107 


1,5 


2,8524 


1,8 


3,1075 


2,1 


4,1443 


2,4 


5,5569 



X 


y • 





0,0000 


0,4 


0,3948 


0,8 


0,7600 


1,2 


1,0740 


1,6 


1,3280 


2,0 


1,6232 


24 


1,6674 


2,8 


1,7708 


3,2 


1,8434 


3,6 


1,8986 
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1,9280 


4,4 


1,9614 
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Tabelle 

der wichtigsten Formeln aus derDüferential-Rechnun;. 



, . ,. RHU , 

1.) hm -.-1. l« 6, Ol. (ß.)] 

2.) lim(X ± Y) '^- lim X ± lim Y. [§ ö, (11. (l.)) 

8.) lim(X . Y) '-rr lim X . lim F. |§ «, (Ji. (2.)] 

4.) lim( ^ =■■' j|^^ » wonn limy JT int |§ o, ui. (8.)] 

5.) Bezoichnot man mit e eine gegebene (fielkbig kleine) 
positive OröOo, so heißt die Funktion 

y —■ M 
stetig für X •- a, wonn /(•) einen bestimmten, endliohan 
Wert hat, und wenn man eine hinreichend kleine positivo 
Größe ö so bestimmen kann, daß 

jMiuiUviin luirl iiHgiiUv*!!! WfiHo von Ä, deren 
klfilfHir Int ckiA (K |§ 9, (H. (11.)] 



[§10, 01.(1.)) 





II 10, Ol. (2.)) 



»10,01.(4.)] 



»10, oi.(ß.)) 
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812 Tabelle der wichtigsten Formeln- 

Die Formel Nr. 9 gilt nur unter der Voraussetzung, 
daß n eine positive, ganze ZaU ist 

10.) ii + xr=i+Qy+Q)x^+.-. 

[§ 10, GL (7.) nnd Gl. (11.)] 
11.) (a + 6)- = a« + (^)a'«-i6 + (g )«'""''*' + • • ' 

+ (2 )"**""* + (T)'^"' + *"- 

[§ 10, Gl. (12.) und § 36, Gl. (5.)] 
Bei den Formeln Nr. 10 und 11 wird vorausgesetzt, 
daß m eine positive, ganze Zahl ist 

12.) 8==Ä + Äq + Äq^ + --- + Äq''-^ = ^^-^^^. 

1 — q 

[§ 11, Gl. (1.) und (2.)] 
12 a.) Ist q ein positiver oder negativer echter Bruch, und 
wird n unendlich groß, so ist 

8 = Ä + Äq + Äq^ + Ä^ + ••• = iZT^' [§ ^1. öl. (5.)] 
13.) Xx'^^+xxi'*-^+x^Xi''-^-\ l-g^-^i+g"-! = ^'''~'^ • 

Xi X 

[§ U, Gl. (3.) nnd (4)] 

14.) e = lim (1 + -Y= limSjt + limÄ*', 

fi=oo\ W/ n=oo »=00 

WO 



«=00 fi • 't ft— =00 M=oo fC l K 



^ [§ 12, Gl. (2.), (5.), (7.), (11.) imd (12.)] 

16.) e=l+i+>j+^ + ... 

= 2,718 281 828 459 ... . [§ 12, Gl. (13.) nnd (14.)] 
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TtÜjßUe der wichtigHten Formeln. 813 

16.) Die Ableitung (der Differantial-Quotdent) einer stetigen 

Punktion y = f{x) ist 






^ ^^^ ■ [S Iß, <>l (&>. (5&.J, (5b,) und (601 



17.) Ist a der Winkel, welchen die Tangente einer Kurve 
mit der positiven Richtung der J-Achse bildet, so wird 

■wobei y = f{x) die Gleichung der Kurve, und x, y die Ko- 
ordinaten des Berührunßspmiktes sind. jg 14, qi, /a.« 

^**-^ ~'~dz-- = dx' " l§16.ai.(U.)l 

^'' ~dx ^^dx [| 16, Gl. (2».)] 

o^. <i(u + w) du dy 

'^•^ d^"" - dx + dj' t8 16. OI.(8.)I 

„^ . d{u — v) du du 

^'"' ~dx ~~dx~dx' 18 15. GL:{4.)] 

22.) '^^p = mx-^-K (§ 16. S- (^J ""■* °'-i3->; 8 ". ö'- («•); 
da; § 22, Gl. (17a.), (2äa.) und f^,)] 

00 \ rf(Iogz) löge d(liia:) 1 

^•^ ~di~-"x"' "dar=i' t§19. ai.(9.)™d(9i^)I 

24.) log^E = j-^-^- ^- = inx .löge. [g i», q], (igj ^4 ^i^jj 

„_. d(ßiaa;) 

' ~dsc ^'^o^^' [8 20, 01.(a)J 

oß . dCcosx) 

^•^-^ "di~- = -«"'*■ [§30, GL (16.)] 

27^ rf{tgx)_ 1 . , , - 

^^ dx" - co8^ = 1 + tg*r. [g 2:, Oi. (6.)] 

njj . d(ctgx) 1 

' dx~-~ sli^ = - (1 + ctg»^-^). [§ 21, Gl. {ia)I 
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_.^. d{uv) du dv 



l§ 32, GL (Bm.1^ 



30.) 



äz 



(§ 22, GL (16.)] 
30a.) -|p = »»«"-'^" ' K 22, Gl. (17.), (22.) «i»d'{26.)5 § 24, Gl. (4.)] 



31.) 



dV^+j^ 
dx 



ya^ + 3C^ 



dV^^^3 



^2'^ —^ V^ZT^^ 



33.) 



34.) 



dVo«— a^ -X 



dx Ya^^sfi 

du dv 

dx 



l§ 5S2, GL (27.>] 

[§22, GL (27*.)] 

{§ 22, GL (28.)] 






[g 22, GL (S4.) und (38&.)] 
11 23. GL (8.)] 



dx V* 

35.) dy = dA^:) = /■'Cac)di 
36.) Ist 

80 wird 

du = ^'{x)dx, dy = ny.)du = f'{u)g/(z)dx, 

oder 

dy ^^^__^ ^_j,^^^ dy du 



y z= f{u) and u = qi(x). 



^ = /■'(•*) ^(«) = d„ äi ■ t§ 23, 61- (60. (6».) nnd (9.)] 

[§26, GL (403 



37.) Aus x=fp(y) folgt j^ = -7 



dcc (p'(y) 



38.) 
39.) 

40.) 



d(arCBini) _^ 1 

dx ""yt^T^ 

d(arccosx) 1 



dx 

d(a,Tctgx) 1 



VT^^^ 



dx 



l + w^" 



[§25, GL (Sa.)] 
[§26, GL (12a.)] 
[§ 25, GL (16«.)] 
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Tabelle der wichtigsten Formeln. 815 

.. <f(arcctgz) 1 

*^-^ di =-r+^- [§25, Gl. (20a.)) 

-„ d(arc secg) 1 

^'^•^ di ^^Y^^' [§26. Gl. (24a.)] 

^g . d(arcc osecg) 1 

^'^ öH ^~^y^^' [§2B, GL(28a.)l 

^•^ "5^ = "^'^'*' "^==*'- [§25, Gl.(S2a.)«nd(83.)] 

45.) eof u = g (fi" + e-). [§ 27, Gl. (1.)] 

46.) ®tntt = 2(c"-c-"). [§ 27, Gl. C1.}J 

^•^ *8»'=-g^. *^*8'*=©iH^- [§27. Gl.(2.}™d(S.)] 

49.) c-=- 



1 



-o 



[§ 27, Gl. (6.)] 



50.) Sofu 4- ©itltt = c». [g 27, GL (8.)J 

51.) Sof M — ©inu = e— . j§ 27_ Ol. (g.jj 

52.) 6oPu-<5m2u=l, [§ ?7, Gl. (10.)] 

62a.) 6oPu = 1 + (Binhi, ©in«« = Q,o\ht — l.[§27,GJ.(u.)uud(i2.)i 
63.) @m(2u) = 2©inu6ofu. [§ 27, Gl. (la)] 

64.) 6of (2u) = eop« + ©in^u = 2 ßofu — 1 = 1 + 2 ©m=^« . 

[§ 27, Gl. (14.) und (IB.)] 
66.) @ec2tt + a:fl2«=l. [§27, GL (16.)] 

66.) etfl^tt — eofecH« =1. [g 27. Gl. (17.)] 

67.) ©i„(2„) = j4^. [§27, GL (19.), 

58.) Sof(2«) = ^±^. [§27, GL (20.)] 

59.) SoKtt + V) = 6ofu . eof V + ©inu . ©tnv. (§ 27, gl (23)1 
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816 Tabelle der -wichtigsten Formeln. 

60.) Sof (a — v) = 6of u . Soft? — @inu . @in». [§ 27, Ol. (84.)) 

61.) ©in(u + t>) = ©in« . 6of t> + Sof« . ©inr. [§ 27, Gl. (3L)] 

62.) ©in(M — «) = ©in u . @of i; — <5of u . ©in v. (§ 27, Gl. (32.)] 

63.) (£o|a + 6of6 = 2eof(^-)-M(^)- [§ 27, GL (27.)] 

64.) 6ofa-6of6 = 2©in(^-)-©in(?;=^). [§27, GL(2a)] 

65.) ©ina+©ih6=2©in(-±^)-6of(^)- [§27.01.(33.)] 

66.) ©ina-©in5=2eo|(-t*).@in(£=:*y [§ CT. Ol. (34.)) 

aT\ n- (t- i ©in(a — b) 

67.) S8a-3:fl6=g-^---g^j^-. [§ 27, Ol. (35.)1 

68.) (5tfla-(£tß6 = -g^^. [§27,01.(88.)] 

69.) —^ ©mw. [§ 28, Gl. (3.)] 

_», d(©in tt) ~ . 

70.) ^^^ ^ = 6ot«. [§28, GL (4.)! 

^^•) ^ = 6^= ^-^9'«- [§28. OL (5.)] 

72.) Ä!0^__l_^i_^,,^. ^g^,^,^,, 

73.) X = Softt ist gleichbedeutend mit • 

u = «rSof X = ln(a; iV^"^^) = ± lii(a? + V^^^'l). 

[§ 80, Gl. (7.), (7 a.) und (18.) 

74.) X «= @tnu ist gleichbedeutend mit 



w = «rSinx = ln(x + Vi + x^). [§ 30, Gl. (19.): 

76.) X = 2!gu ist gleichbedeutend mit 

u = «rSflx = 2 l°(r^D' [§ 30, Gl. (20.) 

76.) X =s Stgu ist gleichbedeutend mit 
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78, ^^-^. »».«M^« 

81.) Setzt man •- 

• ©inu=tgi^, 

80 wird für < ö- < ^ 

©inw = tg^, %Qu — sin^, 

gofu = sec^j ©ecu == cos^, 
(£tgu = cosec^, (Sofecw = ctg^, 

^ = Iß [tg (I + I)] ' t§ 31, GJ. (9.) and (12,)] 

[§ 32, Gl. (2.) und (30] 

82a.) /"(x) = hm '-^-^ 'A ^ '^' • [§ 82, GJ. (7.)I 

83.) cPy^d{dy) = nx)dx', 
d^ = d{d^) = f"'{x)djt^, 



d'*y = d{d»-^y) ^ /'")(i)dx". [§ 32, Gl. (U.) bis (14.)] 

84.) £l=/'<'"(^)- [§ 32, Gl. («MI 

„_ . d"(M 4- v) d"« , d "w 

^•^ —d^-^d^^d^- [§ 33. Aafg.be 13.] 

wenn « = f{x), v = ^(x) ist. [g 83, Aufgabe H.] 

Kiepert, Differential -Reohnnng. 52 
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818 Tab«U© der wJchUgeten Formelm, 

87.) Sind die Funktionen g(x) und g(x) mit ihren ersten 
Ableitangen tp'{x) und ^(x) in dem Intervalle von a bis 6 
röell und stetig ^ so gibt es srwisclien a und b mindesteos 

einen Wert von Xj für welchen 

^(6) — y (ffl) ^ ^{5} ^ g?^[a + B{b — a)] 
gm - g(a) g'[x) g^[a + S{b ~ a}} 

wird. Dabei ist < O < + 1. [§37, Gl (6,) und (0-)] 

88,) Sind die Fmiktionen f{x) und /'''(x) im Intervalle von 

fl bis a + A stetig und endlich, so wird 

f{a + h)-f(a)^h.na+ek\ 
oder 

f{3t)~f(a) ^ (x— fl) . /^[a + Bix—a)] , wobei < Ö < -f- 1, 

[§ 37, Gl. (17.) und (17 a.)] 
89.) Sind die Funktionen 

9>(x), <pXx), <(^},,,.9><-»)(z), 9^»-^^^), 
m). /W, 9"[x),...g^*^\x), g(»^^Kx) 
in dem Intervalle von a bis x reell und stetig, und ist 
^(ß) = 0, fpXa) = 0, q>''(^) = 0, . . . 9^t«J(a) = 0, 
g{a) = 0, i/(a) = 0, /'(a) = 0, . , . ^«)(ö) :- 0, 
so wird 
fix) 

[§ 38, GL (10,) imd (15,)] 

90.) /r(^) = /^(a)+^f^\x-ö) + ^^^(x-alP+--^ 



^cit+Du + a(x — ö}] - , ^ ^ ^ i ^ 

= r--.li -£,r^ — i ' ^**bö^ < Ö < + 1 - 

^("+i)[ft -)^ ö(x — ü)] . 



+ qP(x-.). + S. 



wobei 



= ^ { /^"'[« + ea(^ - «)] - /^""(«) 1 (ic - «r 

- ^ /(-.> +%^. - aa ^^ _ ^^^,_,^,^^ _ ^^,^. 

Die Größen öi, öa, Ös, Ö4 liegen zwischen und 1. . 

[§ 38, GL (24.) und (25.) j § 43, GL (&.)* (l^O vüaä pt)l 
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91.) /•(x+A) = /-(x)+^^A+Ä)A2 + ... + ^Ä- + ie, 
wobei 






(1 — Ö4)*-''+l . Ä«+^ 



X. n! 

Die Größen öi, Ö2, Ö3, Ö4 liegen zwischen und 1. 

[§ 88, Gl. (28.) und (29.); § 43, Gl. (3 a.), (16.) und (30.)] 

92.) f{x) = W) + (^x+^a? + ^^^+^x- + R, 
wobei 

n! 

X.«! 
Die Größen öi, Ö2, 6s, ©4 liegen zwischen und 1. 

[§ 39, Gl. (1.) und (2.); § 43, Gl. (7.), (19.) tmd (32.)] 

92a.) f{x)-m = x.f'{ßx). [§39, Gl.(3.)j 

93.) e'=l+Jj+^ + ^ + |^ + .... i§ 40, Gl. (6.)] 

94.) 6ofu = i(e« + ^) = H-^' + |* + ^j+-.. 

[§ 40, Gl. (9.)} 

95.) ©i„„=i(«-_«-«)=»+|-;+|!+f;+-. 

[§ 40, Gl. (10.)] 
qfi, «* ^ , ging , 3?i\naf , 3^{\^af . ar«(lng)^ , 

[§ 40, Gl. (13.)] 
97.) 8ina; = pj-^ + |°-|j + . [§ 41, Gl. (5.)) 

98.) co8a!=l-|-j4-||-^ + . l 41, GHio.) 

52» 
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820 TübeÜe der wichtigstem PormöliL 

In den Formeln 93 bis 98 dürfen ji ond u jeden 
tiebigen endlichen Wert habea 

für — 1 < X < + l. (§44. Gi. (19.) aad (SOj) 

100.) {a+br = a-+(7)«"-**+(9)«-"'**+ (3)«—**»+- • 

für |6| < |a|. [§44,GLpm 

101.) (tt+A)"* = J"+ (^)ai— »+ (2)««*— «+ (g)tf86''^+ . . . 

f ür 1 6 I > I a I . [§44. 61. (Sa)] 

102.)lntl+«)-f-f+f-|*+-... 

für — 1 < a; s -|- 1. [| 4B, GL (BL)} 

103,) 1°2 = [ -.^ + 3 - ^ + ■ t§ «. Öl-(8«.)1 

104) ]i^a + y) = lna -1-1-2^,+^-^^+-... 

für|s^|<ta|. I§ 46. Öl. Ol.)! 

106.)lD(a + l) = ln« + ^-2^ + ^^-^ + -.... 

(§ 45, Gl. {9».» 

106) ln(y+.) = ln,+2[.^^+3^+^^ + ...] 

^ör - 1< 2^^ < + 1- [§ ^' Gl. (12.)] 

107.) ln(y+l)=lny+2[^^ + 3^2i^ + g^, + .^ 

[§46, Gl.(12a.)j 

X sfi ofi X^ 
108.) arctgx = ~-3 +5-7+ 

für — 1< a; < + 1. * (§ 49, Gl. (4.)] 

"»•'i-'-3- + 5-f + 5-Ä + — ■ 

[§ 60, GL (1.) und § 54, Beispiel 2 auf Seite 262.] 
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[§50. GL (14)] 

[§ 50, GL (SBJJ 
^,^. . X , l a? , 1.3 af^ , 1.3.5 x-^ , 

112.) arc8ma:=j- + 2 3 +274 5+27476 7+ "^ 

für' — 1< a; < + 1. [§51, Gl. (8.)] 

113.) Eine Reihe heißt ,^onvergentf*, wenn S„, die Summe 
der n ersten Glieder, sich mit unbegrenzt wachsendem n 
einer bestimmten, endlichen Grenze S nähert, welche die 
„Summe der Beihe" genannt wird. [§ &E] 

114.) Eine Reihe mit lauter positiven Gliedern honvergiert, 
wenn von einer bestimmten Stelle ab, z. B. für n ^ m, eina 
der folgenden Bedingungen erfüllt ist: 

I. *l?^^fc<i, 

nr. n(l — ^^5±L\ ^ p > 1. [§53, Satz 5, 7 und 12.] 

115.) Eine Reihe mit lauter positiven Gliedern divergiert^ 
weon von einer bestimmten Stelle ab, z. B. für n ^ m, eine 
der folgenden Bedingungen erfüllt ist: 

I. "^^^1, 
IL -J^^l, 
in. n(l — ^^^\ ^1. [§53, Satz 6, 8 nnd 13.] 

116.) Eine Reihe mit positiven und negativen Gliedern 
konvergiert, wenn die Summe der absoluten Beträge kon- 
vergiert. [§ 54, Satz 1; vgL auch Formel Nr. 118.J 

117.) Eine alternierende Reihe konvergiert, wenn der ab- 
solute Betrag der einzelnen Glieder immer kleiner und 
schließlich unendlich klein wird. [§ m. Satz 2.} 
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118.) Eine Reihe ist unbedingt konvergent, wenn die Summe 
der absoluten Beträge ihrer ein^lnen Glieder konvergiert. 

[§ 55, Satz 3 und § 107, Safcs IJ 
119.) Sind 

U ^ Uo + *li + 1*2 + * * ^ ^nd y ^VQ + Vi + V-i -\ • 

awei unbedingt konvergente Heihen, und ist 

Wi = Uüt'i + Ui^r 



BO ist auch die Reihe i 

Wi) 4- '^'^1 + **2 + • ■ ^ 

unbedingt konvergent, und ihre Suiüjne W ist gleich dem 
Produkte UY der Summen der beiden ersten Reihen, 

[§ 66, Säte 3 und § 107, .Satz 3.] 

120.) Eine Potenzreihe oo + ni^ + «2^ + g^ -|* - - - kon- 
vergiert unbedingt für alle Werte von x^ deren absoluter 
Betrag kleiner ist als die positive Große r, wenn von einer 
besiiimnten Stelle ab, z. B. für n ^ wi 



*«+i 



^ f 



wirdx Es ist dann auch die Reihe 

öl + 2a2X + Saax* + - - - , 
welche aus der ursprünglichen Reihe durch Differenti&tioiL 
der einzelnen Glieder entsteht, für alle Werte von x zwi* 
schon — r und + r unbedingt konvergent. 

[§ 58, Satz 1 und 2.] 

12L) Eine Potenzreihe konvergiert unbedingt für alle Werte 
von x^ deren absoluter Betrag kleiner ist als die positiva 
Große r, wenn von einer bestimmten Stelle ab^ g, B. für 

fl ^ Ml, 

ist, wobei ff eine bestimmte endliche Größe bedeutet 

[§ 68, SatE 8,] 

122) Eine Potenzreihe konvergiert unbedingt für alle Werte 
von je, deren absoluter Betrag (gleich oder) kleiner ist als 
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die positive Größe r, wenn sie für x gleich r unbedingt 
konvergiert [§ 58, Satz 4.] 

123.) Ist eine Potenzreihe oo + aix -{- a^ + • • • unbedingt 
konvergent für x gleich r, so ist auch die Beibe 

ai + 20235 + SofiX^ H — • 
unbedingt konvergent für alle Werte von x, deren absoluter 
Betrag kleiner als r ist [§ 58, Satz 5.] 

124.) Ist die Reihe oq -|- aix + a^ -\ für x gleich r 

divergent, so ist sie auch für alle Werte von a: divergent^ 
deren absoluter Betrag größer ist als r. [§ 58, Satz 6.] 

126.) Gibt es überhaupt Werte von a?, welche von Null 
verschieden sind, und für welche die Potenzreibe oo + ^%x 

+ 02«^ H unbedingt konvergiert, so konvergiert die 

Beibe entweder unbedingt für alle endlichen Werte von x, 
oder es gibt eine positive Z|khl r, welche die Eigenschaft 
besitzt, daß die Beibe unbedingt konvergiert für | ^ | < r, 
und daß sie divergiert für | x | > r. [§ 58, Sat« 7,] 

126.) Wenn die Größen oo, ai, 021 «s, ... positiv sind und, 
beBtandig abnebmend, die Null zur Ghrenze haben, so ist 
die Beibe 

^oo + Äi cosx + a3C08(2a;) + a8C08(3a;) + ■ ■ * 
konvergent für alle Werte von x, welche von 0, Jt 2jr, 
i 4jr, . . . verschieden sind ; und die Beibe 

^oo — oicoso; + a2Cos(2x) — a8Cos(3a;) -j 

ist konvergent für alle Werte von x, welche von + Xj 
i ^^.1 i 6:» . . . verschieden sind. [§ 59, SatK 1.J 

127.) Wenn die Größen 61, 62, 63,... positiv sind und, be- 
ständigabnehmend, die Null zur Grenze haben,. so sind die 
Beiben 

hiEonx + b2Bin{2x) + 688in(3a:) -|- 64sin(4x) -\ 

und 

&isinx — b2sinßx) -{- 63sin(3a:) — 64sin(4a;) H 

für alle Werte von x konvergent. [§ 59, Sat^ 2.1 

128.) Um die Werte von x zu bestimmen, für welche f{x) 
ein Maximum oder ein Minimum wird, bestimme man die 
Werte von x, für welche f^x) gleich Null wird. Ein solcher 
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Wert sei x^ und /"^"^x) sei die erste spätere Ableitung, 
welche für diesen Wert von x nicht verschwindet j dann 
ist fi,x) ein Maooimum, wenn n gerade und ß'*\x) n^aiiv ist; 
f{x) ist ein Minimum^ wenn n gerade und f^^\x) positiv isL 
Dagegen trüt weder ein Maximum noch dn Minhnum ein, 
wenn n ungerade ist. ^ [§ 62.] 

129.) Ist - 

^ ^ ' " Qix) ' 
so wird für alle Werte von x^ für welche P{x) verschwindet^ 

* ^"(^^^"^' [§64,01(3.)] 

130.) lün^ = lim^!, 

wenn 

lim^a;) = 0, lim9j'(a;) = 0, ... lirngs^^-i^x) = 0, 

limAx) = 0, limAa:) = 0, . . , lini/t«-i)(a:) ^ 0, 

[§66, G!. (13-), (liO und (1&)] 
oder wenn 

liin93(x) = oo, lim9''(x) — oo, . , . Uintp^'''"^*(x) = oo, 

\mif{x) ^ oo, liinf'{x) =^ oo, * , . Ximf^^^'^x) = oo, 

*^ '^ . '"^ [§68, aL(12.)] 

131.) iBt 

so wird 

[§ 77, &L (5.) und (G.)^ (5 a,) und (6«.)] 
132.) Ist 

z = F(u, r), 

ond sind u nnd p beide Funktionen von Xj so wird 

dz ^dz ^" o. *^^ ^^ 
dx^ du dx dv dx 
oder 
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^' " ÖM **** + ^^^- '8 "• Öl- (Iß) «"^ (lß"-J 

,oQ, d\n{uv) 1 äu , 1 dv ^ 

136.) Ifli ^ = F{Xf y) und y = f{x\ so wird 
oder 



— = — 4- — ^ 
dx dx dy dx 



also 
oder 



—^ Ftix, y) + Fix, y)^, 



dfTa:, y) - Fi(aJ, y)da! + J'atx, y)Ay, 

[§ 78, Gl (3.) uEd (7.)] 
137.) Ist ^"(21, y) = 0, so wird 

dy Fiix. y) 

^-£--1^) B78,G1.(12.)] 

138.) j = g = ^ + l^p. [g 80. Ol. (2M} 

139.) r = g = || + gß. [8 80. GL (S^.)] 

140.) Sind a? und y so beetinimt, daß 

Fix, y) = und Fi[x, y)^0 
werden, so ifit y ein Maximum oder ein Minimum^ je nach- 
dem F2 und ^11 gleiches oder entgegengesetztes Zeichen 
haben. [§ 88.] 

140ar.) Sind x und y so bestimmt, daJl 

F{x, y) ^ und F^x, y) = 
werden^ so iBt x ein Maximum oder ein Minimum, je nach- 
dem Fi nnd F^i gleiches oder entgegengesetztes Zeichen 
haben* [§ 82,] 
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141.) Ist » = 5P(f)t y = WO, 80 wird 

dx ^'{t) dx dt' dx* 

dt 

dp 
* dap^ dz "dx ~Ä ^' 

m 



od«r 



da^ 



142.)p = ^ = -l und , = g = 
dx dx ^ dx' 



'Vf - da^ 

t§ 84, GL (11.), (12.), (12a.) und (12K)] 
d^ 
dy* 



dy 



d^ _ _ dy rfsr* 



-<^ 











[§ m, Gl. (1) tmd (7.>J 



dy p d^ 






144) Gleichung der Tangente 
oder 



86. GL (50 nad (8.)] 



J^-y = ^(^-a;), oder Fi{j^ — x) + F^ — y) = 0, 



^ — g ^ y" — y 

dx dy 

dt dt 



[§88, 01.(6.), (6^) 

and (6b.)] 



145.) Gleichnng der Normale: 



oder 



y' — y = -^-[x' — x\ oder ^ — ^^ g^ — y 
y y dyt^ *)- Oder — ^__^, 



«^-^'f+f^-»)!-"- 



^ 88, Gl. (7.x 
a.J nnd (Tb.)] 



„.c^l 



(§ 88, Gl. (13.) 
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146.) Snbnormale (fiVi) = y -^ • [§ as, GL (9.)] 

doß 
147.) Subtangente {St) = » ö- • [§ 88, Gl- (10.)] 

148.) ds2 = <fcr» + dj/2^ 

149.) Normale {2f) = y^' [§88, Gl. (14.)] 

150.) Tangente (T) = y ^ = JV^^ ■ [§88, GL (iL)] 

151.) Eine Kurve y = f{x) ist nach oben konkav oder 

konvex, je nachdem -r^ = f^\x) größer oder kleiner als 

Null ist. Vorausgesetzt ist, daß die positive Richtung der 
F- Achse nach oben geht; wird das Koordinaten -System 
um 180^ gedreht, so muß man das Wort „oben"^ mit „unten'' 
vertauschen. [§ 90, GL (lO.) uad (12.)] 

152.) Ein Wendepunkt tritt ein, wenn für den zugehörigen 
Wert von x 

= r(x)«O, oder g = r(x) = oo 

wird und außerdem das Zeichen wechselt« [§ 90.)] 

153.) Unter der Voraussetzung, daß die Funktionen 

nx), f\x), r(a:),.../-(--i\x), 
g{x), g'ix), g'\x),...^^^'\x) 

endlich und stetig, sind für den betrachteten Wert von x^ 
haben zwei Kurven y = /"(a;) und y = ^x) im Punkte P eine 
Berührung (oder Oskulation) von der n^ Ordnung, wenn 
für den zugehörigen Wert von x 
fix) = g{xl rix) = g'ix), ^x) = g^'ix), . . . /<»)(ar) = g^^){xl 

154.) Der Mittelpunkt des Krümmungskreises hat die Ko- 
ordinaten 
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g == a; — a; ' ) 

, l+p2 \dx) 

oder 

fds^ dy 



\dt) dt 



ds^dy 



^ —— <»• ^ — ^- ' /Y» 

da: ePy dy d^^j dxd^y — dy(Px 

dt W~dt W 

/ds^ dx 

\dt) dt ds^dx 



dx äh/ dy d^x ^ dx d^y — dy^x 
dt IP ~ dt ~^ 

[§ 93, Gl. (21.) und (26.); § 95.] 

165.) Der Halbmesser des Krümmungskreises ist 



8 /ds^ 



/ds\ 

n JL ^^ +!>')' . ^^^^ 

P = H = H > 

oder 

/d«\3 

\dt) . d^ 



dx d^ dy d?x — dxd^ — dyd?x 
dtW dtW 

[§ 98, GL (21.) und (25.); § 96.] 

156.) Der Krümmungskreis hat im Punkte P mit der 
Kurve eine Berührung dritter Ordnung, wenn 

d^^ 3(^(a:-g) ^ odef ^^ ^ ^"(y-V) 
d3? {y — rif ' df (x — gf 

[§ 98, Gl. (23.) und (23a.)] 

157.) Der Kontingenzwinkel da wird erklärt durch die 
Gleichungen 

d2y 

P^^ und ^ = ?^. [§94, Gl. (9.) und (11.)] 
da: /^*\ ^ P 

w 

Digitized by VjOOQ IC 



Tabelle der wiehtfgsten FortneliL 869 

1580 ds^ = df^ + f^ä^, [§ 99, GL (0,)] 

159,) Kennt man den Winkel, den eine Tangente mit dem 
EUgehörigen Radius vektor bildet^ ß, so ist 

tg/^ = 5- [§99, Gl {7a.}] 

160.) Polar- Subnormale (Sn) = ^ ■ [§99, Gl (10,)] 

161.) Polar- Subtangente {St) = rtgfi =^ —^' [§ 9&i Gl. (IL)] 

ds 
162.) Polar -Normale i^ "= j-' [§ ^^^ Gl^Cl^O] 

163.) Polar -Tangente (T) = N.igß= j^^ [§ 99. Gh (13.)] 

164.) Der Mittelpunkt des Krümmungskreises hat die Ko- 
ordinatea 

d5^{rcosfjdqp + dr.singj) 
^ ^"^"^^^ ~ {r'd9' + 2är^~rd'r)dq> ' 

^^^^dxd^ — dydPx 

_ . d*^^ — rein pdp + dr . cos^j) 

" *"^'''^ + "{;^g^ + 2dH — re^)#" ' 

und der Halbmesser des Krümm ungskreisss ist 
d^ , ds" 



dxd^ — dycPx — {r^d^^ + 2dr^ — rdV)d^ 

[§ 101, GL (8.) and (9.)] 

165.) (a + Äi) + (c+di) -- (a + c) + (6 + d)i\ [§ 103, GL (2.)] 

166.) {a + bi) — {€ + di) = (a — e) + (6— d)i. [§ iü3, GL ^.)] 

167.) (a + bi){c-\- di) = (ac — Ad) + (ad + hc)i . [g 103, GL {4.)] 

lea) (a + ftt) (a — 6i) -= a^ + 6». [§ 103, GL {5,)1 

169,) N{a + bi) = Nia — bi) = a» + 6>. [§ i03, GL (80) 

170.) |aH-Ai|==|a — 6*1 = + Va^ + bK [§ 103, Gl (9.)] 

1^^'> ^Ifci-^T^' l§ 103, GL (10.)] 
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^ r.^ ^ c + ä^ ac -\- bd , arf — 6c , 

173.) (a + Ji)" = \a» - (T\a'*-^h^ ^Q\a'^-^b'^ — + ■ 1 

' + [0^""'^ -(3)^""'*' + - - ]i- 

[§ 109, GL (12.)] 
174.) ff -f- 61 = r(cos (p + i sin 95) , 

wobei 

r = H-.Va^ + ö^, eos?) = - j sin^)^-} 

oder 

a-^bi = r[cos(9^ -f- 2Ä.jr) + isin{g> + 2^jf)]t 

wobei ^ eine beliebige positive oder negative ganze Zahl 
ist [§ 104, GL (5,), (6.), (7.) und (7 Ml 

175,) ri(cos93i 4- isin^Ji) , rgCcostpa + tsin^^) = 

rira[cos(g:i + ^j) + isin(g)i + g^s)]. [§ 104, GL (8.)] 

176.) [r{Gos9J + isin^))]" = r"[cos(7ig3) + /sin(«^)]. 

[§104, GL(LOO) 

177.) cos{«f>) = cos**?) — f ^ lcos"^^g3smV 

+ { lcos''"^^sin*93 [ — *^ 

sin(»<jp) = f \cos""Vsin9J — f„ Vcos»"VßiiiV 4 ^ ' ■ • - 

[§ 104, GL (11.) mifl (120] 
irro^ rj(cosqf>i + fsini5Pi) Hr , ^ f - - f ^i 

r2(C0S 9)2 + ! sin §£>.;) ^2 ' 

[§ 104, GL (13,)] 

179.) y^fxco&ff + f sin qp) = ^r cos ^ ^ J + ism H^^^A t 

wobei h eine beliebige ganze Zahl ist [§ 104, GL (16. )j 

IHO,) Ist f(z) ^ f{x 4- yi) = u -f t?i eine Funktion der kom- 
plexen Veränderlichen x + yi, so wird 

du dv du dv 

i- ^ -r ^ ^- = — 3- ' [§ 108, GL (7.)] 

18L) e*^ = cos^ + isin^, e^*" — cos j^ — isin^, 

[§ 109, GL (6.) und (7.)] 
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182.) cosy = — ^ , siny = ^i [§ ^^^ ^^- (^O] 

183.) e*+»^ = e*(cosy + isiny). [§ 109, Gl. (9.)] 

184.) e^A«^ 3^ 1^ wenn h eine ganze Zahl ist [§ 109, Gl. (16.)] 
185.) 6'+^"' = e*, wenn ä eine ganze Zahl ist [§ 109, Gl. (17.)] 

186.) 6pf(g)i) = cos?!), ©m(g)i) = isin^. 

[§ 109, Gl (18.) und (19.)] 

187.) C08(9)i) = ©ofgo, sin(9)t) = i®m<p. 

[§ 109, Gl. (20.) und (21.)] 

188.) ©of (u + 2ÄJW) = ©of ti, ©in(w -f 2Ajri) = ©inw . 

[§ 109, Gl. (22.) und (28.)] 

189:) %^{u + hxi) = Stßw, et8(ti + Ajri) = (Stflu. 

[§ 109, Gl. (24.) und (26.)] 

190.) 22'»(cos9))2i» = 2cos(2n9)) + (^^)2co8(2n — 2)^) 

+ (n !! i)2co8(29)) + (^^)- [§ 109, Gl. (28.)] 
191.) 22*+Hcos9))2'»+i = 

26o8(2n + 1)9) + (^'^ + ^)2cos(2n — 1)50 + . . . 

+ Cr+i>cos(3^)+C" + >co89. 

[§ 109, Gl. (29.)1 

192.) (— l)*22-(8m9)?- = 2co8(2n5P) — (^")2co8(2n — 2)^ 

+ (^2")2co8(2n-4)9)- + --- 

+ (- ir-»(„ !!1 i)2co8(29,) + (- ir (^„") • 

[§ 109, Gl. (30.)) 
193.) (— l)»22»+i(8m5P)?"+i = 

28in(2n + 1)9> — (^"^ ^)28in(2n — 1)9> H 

+ (-l)-»(^ +/)28m(3y) + (- l)-(^** + ^)28in9,. 

[§ 109. Gl. (31.)] 
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1940 Auß dsr Gleichung 

^+y/ = II -\- vi folgt lii{f* -^vi) -^ x + yi + 2ÄJri. 
Dabei ist h eine beliebige positive oder negative ganze 
>Zahl und 

^^ ,^ \n(ii^ + v% y = arctgQ^j 
und zwar ist 

< y < 9 ' wenn w > 0, v > 0, 

<y < Jt, „ w<0, i;> 0, 



2 

2 

i 
2 



3jr 



3jr 

<y<2jr, „ w>0, t;<0. 



[§110, GL(1.), (3.)Tmd(6.)] 
195.) ln(— 1) = (2Ä + l)m. [§ iio, ai. (8.)] 

196.) In {t^~^ = 2iaxctg9). [§ lu, Gl. (4.)] 

197.) %i%%(ipi) = iarctg^, arctg(9)i) = i^lrSg^p. 

[§ 111, Gl. (6.) und (8.)] 
198.) Hat die Gleichung 

fix) = a;« - fix«-i + f2X«-a_^3^«-3 ^ ± f « = 

die Wurzeln a;i, a^, 0:3, ...2?«, so ist 

f 1 = Xi + a?2 + 0:3 H V Xn^ 

f2 = Xia;2 + XiX^ + • 1- Xn—lXn^ 

fs = XiX2a:3 + a;ia52a;4 H + ^»-3ic«-ix», 



\n ^ a;ia;2a;3 . . . aj„. [§ 115, Gl. (6.) und (9.)] 

199.) Die ganze rationale Funktion (n — 1)^^ Grades 

^ {X — X2){x — X3)"'{X — Xn) {X — Xi){x — Xii'"{X — Xn ) 

^ {xi—X2)(xi—xq) • . . (xi— a^n) (^52— a:i)(a;2— aJs) • • • {X2—Xn) 



{X — Xi){x — X2)'"{X — ^n-l) 
{Xn—Xi){Xn—X2) • • • {Xn—Xn^l) 



f{x),yi fix) . y2 1 I /"W » y» 



(X - X,)nxO \{X- X2)nX2) ^ ^ (X — Xn)f\Xn) 

/Google 
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nimmt für x ^ Xi^ Xz^, ..x^ bezw. die vorgeachrLebenen 
Werte ^i, ^2» — • ^« an. Dabei ist 

f[x) = (;r — xi){x — X2){x — Xa) ^ . . (x — ar„). 
(Interpolationsformel von L<igrang€.) [§ 116, Öl. (2.), (3.) und {6.)! 

200,) Die ganze rationale Fonktion {n — 1)**^ Gradoa 

y = yi-\- Ai{x — xv) ^ Mx — Xi)(x — x^i^ 

+ M^ — ^i){^ " 3r2)Cx — Xä) H 

+ A^x{x — x^{x — x^)...{x— x«_i) 

nimmt für x = xi, x^^ xg, . .-x„ bezw, die vorgeschriebenen 
Werte yi, y^, ya^^^y^ an, wenn man die Koeffizienten Ai, 
A%y A^^...An^Y der Reibe nacU aus den G-leicbungen 

ya = y\ + Xi{xa — a:i), 

ya = 1^1 + j4i(xa — xi) -(- A^x^ — xi){x3 — X2] , 

yi == ^l + Äi(Xi -- Xi) + A'^iXA — Xi)(X^ — X2) 

-i-A^ixi -xi)(x4 — Za)(X4 — j^, 

berechnet ^ [§ ui, 01.(1.) bie (6,)] 

201.) Die ganze rationale Funktion (n — 1)^" Grades 

*^^^+ IIA + "2Ü'^ 

^1 , (x — xi)(x — X2) (x — x a) . 
^~ 3IAa ^*^* 

, ^^± ' ( X — Xj ( X — Xj) , . , (X — Xrt_^ 

nimmt für x — Xi, xg, x», . . . x^ bezw. die vorgeschriebenen 
Werte yi, ^3, V^^-Vn an, wenn 

^ — Xi *« Xy — Xj ^= Xi ^ X3 ^» ♦ ■ * ^ Xji ^ X^^i ^ Ä 

ist, und wenn man 

^ff! "^ ya ^ yi, ^y% = ya — y«, -^ya = y* — y^, - - , 

setzt 

(laterpolAtlonrfonnel von J^^ewicw,) |g 117, 01(12.) bU (16,) und (85,)] 
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202L) Ist $i\x} der höchste gemeiBsame Teiler roa fixt und 
f%x\ to hat die (fleichung 

dieselben Worzelti wie die Gleichung fixj^O, aber jede 
nur einmal f§ LtS» GL (&)] 

2(tä,) Ist Qix) der höchste gemeinsame Teuer von ~- 
Qitd f^ix)j so enthält die Gleicbnng 

Q(x) = 
nur die mehrfachen Wurzeln Yon,f{x) = 0^ und jede nur 
einmal [§ U9, Gl (9.)J 

204.) Die Gleichung 

»{X).Q{X) 

enthält nur die einfachen Wurzeln von f(x) = 0. 

[§119, Gl(10.)l 
205.) Ist in der Gleichung 

f{x) = x''+aiX'^^-\ 6i«a;^*» + 6pX'»-^ + -..±a»=.0 

— b^ der erste und — hp dem absoluten Betrage nach der 

größte negative Koeffizient, so ist 

i = i + 76; 

die obere Grenze aller reellen Wurzeln. [§ 120, Gl (7.)] 

206.) Die Anzahl der positiven Wurzeln der Gleichung 
f(x) «= a:« + aiof^^ + a2ßif^^ + ospcn-r^ -\ 1- On-iX + a„ = 

kann nie größer sein als die Anzahl der Zeichenwechsel^ 
und die Anzahl der negativen Wurzeln derselben Gleichung 
kann nie größer sein als die Anzahl der Zeichenwechsel in 
der Gleichung 
fi{x) = a:* — aiX^-^-^-asx'*'-^ — ospC*-^-] ^ ^„-.la: +a„ = 0. 

Dabei ist die Differenz zwischen der Anzahl der Zeichen- 
wechsel und der Anzahl der positiven Wurzeln der Glei- 
chung f{x) = eine gerade Zahl Dasselbe gilt natürlich 
für die Gleichung fi{x) = 0. 

(Carten Bche Zeichenregel) [§ 121, SatE Sw] 
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206 a.) Ist das Polynom f{x) vollständig, so ist die Anzahl 
der negativen Wurzeln nie größer als die Anzahl der 
Zeichenfolgen. Dabei ist die Differenz zwisehen der An- 
zahl der Zeichenfolgen nnd der Anzahl der negativen 
Wurzeln eine gerade Zahl. [§ 121, Satz 4.] 

206b.) Ist das Polynom f{x) vollständig, und sind sämt- 
liche Wurzeln der Gleichung f{x) = rwll, so ist die An- 
zahl der positiven Wurzeln ebenso groß wie die Anzahl 
der Zeichenwechsel, und die Anzahl der negativen Wurzeln 
ist ebenso groß wie die Anzahl der Zeichenfolgen. 

[§ 121, Satz 5.] 

207.) Hat die Gleichung f{x) == nur einfache Wurzeln, 
und ist 

' f(x)^Qi{x).nx)-Mx), 

nx)^Q2{x).ax)—ux), 

f2{x)^(Ux).Mx)-Ux\ 



U^2{x) = Qf^i{x) . f^^i{x) — f^{x), 
ff^^iix) = Qfix) . ff,{x), 

wobei fiipd) eine Konstante ist, so liegen zwischen xi und 
X2 genau so viele reelle Wurzeln, wie die Keihe 

U, /;-i(xi), .../»(xO, Hxi), f\Xi), f{Xi) 

Zeichenwechsel mehr hat als die Beihe 

/;, U-.l{X2\ ...U{X2\ MX2), A^), f{X2). [§122.] 

208.) Sind die Zahlen a und b so bestimmt, daß zwischen 
a und b nur eine Wurzel der Gleichung f(x) = liegt, und 
daß die Gleichungen f^{x) = und /""(x) = in diesem 
Intervalle keine Wurzel haben, so setze man 



oder 







- 


53* 
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je nachdem f\a) und /*"(a) gleiches oder entgegengesetztes 
Zeichen haben. Die Intervalle von a bis 6, a^ bis 6', a" 
bis 6", . . . werden immer kleiner und schließlich beliebig 
klein. [§ 123, Gl. (9.), (U.)„(2ü.) und (27.)] 

209.) Die Asymptoten y' = ^nxf 4- i" einer Kurve 
F{x, y) = Un{x, y) + Un^,{x, y) + • • • + tr^fx, y) + f^o = 
findet man, indem man die n Werte von m aus der Glei- 
chung 

lim E^lV) = lim ^^"^ "^ ^^^y''"'^ + ^^y""^ 4- " ' + gitjg" 

= am^ + «iTW**-^ 4- fl2W*~2 H + a„ = 

ausrechnet und darauf aus der Gleichung 

die zugehörigen Werte von fi bestimmt. 

Sind a Werte von m einander gleich, so liegen mög- 
licherweise etliche von den zugehörigen Asymptoten im 
Unendlichen. Ist das nicht der Fall, so findet man die « 
zugehörigen Werte von fi aus der Gleichung 



X" 



In ähnlicher Weise erhält man durch Vertauschung 
von X mit y auch die Asymptoten, wenn die Gleichung 
derselben, die Form x^ = ly^ + X hat. [§ 125 und 126.] 



210.) 



wo 



^y = 



011012 . . . ain 
Chi ^22 • • • 02« 



ö|iia„2 • 



= -2'( — iyaia(hß(hY '"^n 



\123...n/ 
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die Transpositioiiszalil zwischen den FermutationsfonneiiJ 
aj^Y .>.v und 1 2 3 . , . »i ist, und wo sich die Summationl 
über alle n 1 Permutationsformen a ßy ..,v der Zahlen ] 
12 3...»» erstreckt [§ im. Gl. (l.) und (2.)}« 



211.) 



^A ^/P ^/r * 


.-V 


a^ a^ß a^ . 


^.a^ 


aj^aj^füj^Y ' 


..«4^ 


^tm^ip<ht - 


..ö/. 



= (- 1)» 



an Ö12 öi3 . 


. C»li. 


öäi 083 ÖS» . 


..oa« 


03L «33 O33 * 


, , 03» 


a».iö»2e^«3 * 


■ ■ a^n 



WO 






[§ 131, Sats 4 und Gleichung (9.), (10.) und (11)1^ 
212J Entsteht ^1 aus J durch Vertauschung zweier pa- 
, rallelen Reihen, so ist 

Jl^ — J. [§ L31, Satz 5.] 

213.) Sind die Elemente zweier paraUelen Reihen der 
Determinante ^ identisch, so ist 

^ = 0. [§ ISl, SatK 6.] 

214) 









OI>\n^n--^f 



an a\2 * . 






'^^l flfl2 ' . * ^nn 



[§ 191, Satz 7.] 



215.) Ist ß/r der Koeffizient von a/^ in .^j so ist 

a/,-{-l)/+- 




^ (_ iyii + l)(^+r> 






P |§ 132, Gl (9.) und (10.)] 

216.) J ^ air «ir + Ö3r Cfar -! h ««r ö«r^ [§ 132, GL (12.)] 
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217.) ^ = öy^i a^i + II/2 «/2 H h ^/n^fn^ [§ IK, Gl. (m^I 



2ia) 

219,) ß^iö/i + a^ö/a + 

220,) Sind die Gleichungen 
an xi + 012 J!^2 + * 



+ ^H j ct„r ^ für r ^ ^. 

[§ 152, GL(Ua.)] 

■ + a^«ö/« = für f'^g. 

[§ 132, Gl. (loa.)] 



gegeben^ so wird unter der Voraussetzung, daJJ die Det^r- 
tfiinante J der Koeffizienten von Null verschieden ist^ 



oder 



221.) 



222.) 



223.) 



^ .Xr ^^ c^aij. -\- {^a^ -{ 1- CpiOCji^i 



Ost ü^% 



«1» 



ö»! ^«2 ' 



Xr = 



[§133, GL(U(70imdt7aO 



flu ai£ flis * . . aiK 
fl22 flaa . . . flau 
flfit Oas . • . Oän 

fl«a a«3 * * * <l*nn 



-= flu 



023 Ö23 ' 






^«2^m3 ^ 



[§ 131, Satz 1.] 



flu flu 
osi fles 



. fl2« 



afiLafi2 



ö»« 



1 gl & ^<^l-» 

Oflu flia .-- fli» 

021 flä2 . . . <l2« 



134, 3&tE 2.] 



flu fllE »18 - - - «1» 

flas fles - - - flsfl 
Ofts ■ . * 0«« 

...ö„„ 



= flu fl2aöäö - . Ä««- [§ 134, Säte 3.] 
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224) 



an . . . mair . . . ai„ 

021 .. . fna2r • • • Öt2ii 
a„l . . . mUnr ' ' ' 0>nH 



= m 



an . . . air . . . din 
021 ... aar .. . 0^2« 

a„i . . . anr ' • • ö„» 

[§ 134, Satz 4.] 



225.) 



226.) 



Wiai2 Oi2 . . . din 
flfia/22 0^22 • • • 0/2n 



= 0. 



ii2 + ^2, C2,A,... 



wa^OÄ2-. .Ä»ii 

iii Ci A . . . 



227.) 
228.) 

wo 
oder 
oder 
oder 



An + Bn,Cn,Dn 



Oll ai2 . . . ain 


021 022 . . . O2« 



Äff 1 On2 . . . dnn 
Oll 012 .. . Ol« 
021 O22 . . . 02» 

fl^«i 0^2 .. . a„„ 



^2 C2 2>2 . . . 
-^n^n-^n • • • 



+ 



[§ 134, Satz 6.] 



Ä Ci A . . . 



Oll 4- WOir, O12 . . . Oi„ 
O2I + Wa2r, O22 . . . 02n 

«»1 + WlO„rj Öff2- • • ö„„ 



BnCnDn- • • 

[§ 134, Satz 6.] 



[§ 134, Satz 7.] 



611 612 .. . 61» 
&21 622 ... 62« 



C\l C12 . . . Cin 
C21 O22 ... C2n 



c/y = a/i 5rt + 0/26^2 + ' • • + <*/»ir« j 

C/r = 0/i6ir + fl^/2Ä2r H h «/» &#»r j 



Cyy = Oi/6y. + 02/62r H h O'n/Kr- 

t§ 135, Gl. (6.), (7.) und (12.) bis (16.)] 

229.) Ist 

z = f{x, y) 

eine Funktion von zwei voneinander unabhängigen Ver- 
änderlichen X und y, 80 wird 
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230.) Das partielle Differential einer Funktion 

in bezng auf «„* ist gleich der partiellen Ableitung Von z 
nach Ua^ multipliziert mit dua, also 



I 



du,z = 



dz 



dz 



[§140, Gl. (18.)] 
231.) Das vollständige (oder totale) Differential von 

Z = /"(Ui, U2, . . . Un) 



ist 



d« = -;; dUi 4- -=i — dU2 + 






und zwar gleichviel, ob ui, u^j..,Un voneinander tmab- 
hängig sind, oder ob ui, 142, ...u^ selbst wieder Funktionen 
von einer oder von mehreren Veränderlichen sind. Wenn 
z. B. ui, U2, . . .Um sämtlich Funktionen einer Veränderlichen 
t sind, so kann man auch schreiben 

dz 
dt 

[§ 140, GL (14.), (17.) und (23.)] 



dz du\ dz dtC2 , 
dui dt du2 ^ 



dz dun 
'^dün'dt' 



232.) Ist 



J = 



an ai2 . 

021 028 . . 



,ain 

Ct2n 



so wird 






.ttn 



day 



= «/r, 



wobei a/r die in Formel Nr. 215 erklärte Unterdeterminante 
(n — 1)*« Ordnung ist [§ 141, ca. (3.)] 
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m. 



dj 



dj 



[§ 141, GU(4)imd(6.)] 

234.) Sind die Elemente der DetermiDaiite J aämtlicli 
Funktionen von t^ tmd bezeiclmet man der Kürze wegen 

-^ mit a'/r, so wird 

~dt yr 

oder 



/ f 



d^ 

dt ' 



a\i 


ais aia - . . 


a^n 


a«£ d^a ' * - 


a^i 


an ö«B * - . 



+ 



ÖU 


ß^lä 


Ö13 ..^ 


Osi 


ö'as 


Osa * < * 


öai 


ö'32 


ÖÖÄ... 



+- 



ßn 


«IE -- 


.a'i„ 


<isi 


oaa.. 


.fl'2« 


^t 


282.. 


.a'8„ 



+ 






K£) <l) 



[§ 141, Gl. (7,), (8.) nnd (9.)1 



dy 



dx dxdy dydx 



235.) 

oder 

/i2(a?, ») = /ii(a;, y). [§ 142, Gl. (20.) bis (22.)] 

236.) Ist 

und sind die Veränderlichen Ui, U2^..,Un voneinander un-- 
abhängig, so ist 

Diese Formel bleibt noch richtig, wenn ui, U2j"-^n 
lineare Funktionen einer Veränderlichen t sind, wenn also 
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\dui dt dii2 dt dUft di 







ui = aii-\- hu U2 = 02^ + 62, . . - tti» = aj + K\ 
dann kann man auch schreiben 
d'^z ^/dz dui dz du2 

dl^ _ _ 

/dz Sz ^ Bz ^^) 

= Vöw/^ + öi*.^ + ''' + öt*,^'^; ^ 

[§ 143, Gl. (30.), (38.) tmd (39.)) 

237.) Aus der G-Ieichung 

findet man 

Ö5 _ _ Fl dz 

dx " F3 ' äy 

238,) Gelten die Gleichungen 

F{x, y, z) = und G{x, y, z) = 

gemeinßehaftiich, so wird 

dx:dyidz=i 

{F2OB — -F3G2) : {FsOi — FiG^j : (F1O2 — FuGi), 
oder 



[§144, 01^(30 oiid (4.)] 



dx:dy:d^=^ 



Ö2 Ö3 G3O1 ' Gl Ga ' 

[§ 145, 01.(0.) und (9a,)l 

239.) Für das Bogenelement ds einer Raumkurve erhält 
man 



240J 



dx , rfv 

cos a ^ j- I cos ß ^ ^ 1 cos j' = 



dz 



d^ ds 

wo Uj ßj y die Winkel sind, welche das Bogenelement ds 

mit den positiven Richtungen der Koordinaten -Achsen 

bildet. • {§ 146, Öl (4)J 

241,) Sind 

F{x, y, £} = 0, G{x, y, z) = 

die Gleichungen einer Raumkurve, so hat die Tangente im 
Knrvenpunkte P mit den Koordinaten x^ y^ z die Glei- 
chungen 

3f — X y^ — y z^ — z 

dx dy dz 

oder 
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■X _^ j/ — y g^ — z 



F2Gh — FsG2 FsGi — FiOs f'iG2 — F20i 

oder 

Fi{a/ -x) + F^ — y) + F^2/-z) = Q, 

Gi{a/-x)+G^-y)+Giz'-z) = 0. 

[§ 146, Gl. (13.), (13 a.) und (14.)] 

241a.) Sind x, y^ z Funktionen einer vierten Veränder- 
lichen ^, so hat die Tangente im Kurvenpunkte P die Glei- 
chungen 

-^--^ = -dr^ [§ 146, Gl. (13b.)] 
dt dt dt 

242.) Gleichung der Normalebene 

{x^ — x)dx + (i/ — y)dy + (g' — z)dz = 0, 
oder 

(F2GS — FsG2){^ -x) + {FsGi - FiG^W - V) 

+ {FiG2 — F2Gi){z' — z) = 0. 
[§ 146, Gl. (17.) und (17 a.)] 

242 a.) Gleichung der Normalebene 

[§146, Gl. (17b.)] 

243.) Die Schmiegungsebene im Kurvenpunkte P hat die 
Gleichung 

P{a/-x)+Q{y' — y) + B{z'-z) = 0, 
wobei 

P = dyd^z — dzd^, Q = dzd:^x — dxd:^z, R = dxcPy — dyd^x. 

[§ 148, Gl. (13.) und (16.)] 

244.) Die Hauptnormale hat die Gleichimgen 

xf — x y' — y ^ si^ — z 

Qdz — Rdy ~ Rdx — Pdz Pdy—Qdx 

[§148, Gl. (17 a.)] 

245.) Die Biaormale hat die Gleichungen 

xf — X i/ — V z* — z 
^-p^=Q^ = --B~' »148, GL(19.)] 
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246.) Sind af^ ß^, -f di© Winkd, welche die Binormale mit 
den positiven Bichtongen der Koordinateq- Achsen bildet^ 
so ist 

coscr==^> cos/r = ~:? cos7' = -jj^i 

wobei 

iP = P2 + 0^ 4- iP. [§ 148, Gl. (21.) und (22.)] 

247.) Sind af^, ^\ 7" die Winkel, welche die Hauptnormale 
mit den positiven Richtungen der Koordinaten- Achsen 
bildet, so ist 

Mds Mds 

Pdv — Qdx 
^^^^ ^ Mdi ~~ ' f* ^^' ®'- ^-^^ 

248.) Der Krömmangskreis hat die Gleichangen 

P(«'— D + <2(y'-'/)+ i2(^-5) -= 0, 
(«'- S» + (y' -»?)' + («^ - S)' - p' = 0, 

wobei 

{Qdz — RdyW {Rdx — Pdz)dä^ 

*-i=^. — ■_ — M^ • y-v 55 ' 

{Pdy — Qdz)d8* , dtfl 

^ [§ 149, GL (2.x (8.), (laX (19.) und (21.)] 

249.) Bezeichnet man mit de. den Kontingenzwinkel, so 

wird 

de , M 1 

^^'^' W /i«\* öl 82.)] 

\dt) 
250.) Bezeichnet man mit de" den Torsionswinkel, so wird 

(dcO* = [d(co8cO? + [<i(co8/90P + id(.coaf)f, 
oder 

^ P<Pa; + QtPy + Jg<pg 1^ 
ds ^ H? ""(>'' 

wobei ^^ der Halbmesser der zweiten Krümmnng ist 

[§ 149, Gl. .(86.x (89.) und (41.)] 
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2&1-) Eine Kurve im Räume ist eino ebene Kurve, wenn 
für aUe Pankte der Kurve » 

i^cPx + QtFp + Rd^z - 

wird. ^ [§ U9, GL (40.)) 

252.) Für den Halbmes^r r der Sctimiegungskugel gelten 
die Formeln ^ 

^iK-7-)r+[<:-or+[<~0T} 

*---(?' + ('''"(^/^^y^ . [§ 1-^*^* ^^l- 020 und (180J 

2530 Die Gerade 

x' — X — w(z^ — e), }f — y = n{t- — s) 

ist eine Tangente der Fläche 

2! = fix^ ij) oder F{x^ y, js) = 

im Flächenpunkte P, wenn 

d^ dz 
m^^ + n-^ —1^ 0, oder Fi7n rf JVi + i^a = 0. 

fg lri2, Gl. (4.), tlO,) und [VL)] 

254.) Die Tangentialebene der Fläche 

^ = A^) y) oder F(^, y, 2r) = 

hat die Gleichung 

oder 

Fix' — x) + F2{y' -y) + Fd.^ ^z) - 0. 

[§ 152, GL (16.) und (16 a.)] 

255.) Die Normale der Fläche im Punkte P hat die Glei- 
chungen 

oder 

a^ — a; ^y" — y ^z" — z ' , 

Fi F2 Fs 

[§ 152, GL (21.) und (22.)] 



Digitized by VjOOQ IC 



84:6 Tftbdlle der wlehtigsten Fi>njaela* 

256.) Ißt Q der Krümmungshalbmesser der ebenen Korva, 
welche aus der Fläche ^ — f(x^^ y^) durch die Ebene 

A{jc'—x) + Biy' ~ y) + C(^'- ^) - 
ausgescknitten wird, so erhält man 

[{B + Cqf + (^ + Cp)^ H- {Aq - Bpfl^ 



f+1 



(A^+B^J\-C''lr{B+ Cqr--MA+ Cp){B+ Cq)^t{A+Cpf\^ ' 
wobei 

P-di' '^~dy' "^-d^^' '^d^dy öp' 

[§ 154, GL (2.) and (15.)j 
257.) Der Krümmungshalbmesser eines Normalschnittes ist 
[1 +p^ + 2pqk +{l + g^);i^]KI +^M^ * 

wobei 

2= jj- [§154, Gl.(18.)und(24.)J 

258.) Nennt man die Werte von 2, für welche der Krüm- 
mungshalbmesser des zugehörigen Normalschnittes ein 
Maximum oder ein Minimum wird, -^i und ^2, so findet m'an 

^'+^- — -p^^i+¥)s~' ^'^'^J¥^ä+¥)^' 

. [§164, Gl. (27.)] 

259.) Sind qi und (>2 die Hauptkrümmungshalbmesser, so 

wird 

[(1 + q^y-2pqs + (l +p2)t]yi+^^+^ 
Qi + Q2 = -^^^^ 1 

<^i<^2 = — ^_^ [§ IW, Gl. (31.) und (32.)] 

260.) Ist Q der Krümmungshalbmesser eines Normal- 
schnittes, dessen Ebene mit dem ersten Hauptnormalschnitt 
den Winkel a bildet, so ist 

1 cos^a , sin^a 

- = 1 (^kfersche Formel.) [§ 154, Gl. (4^1.)] 

Q Qi Q2 

261.) Sind q und q^ die Krümmungshalbmesser zweier 

Normalschnitte, deren Ebenen aufeinander senkrecht stehen^ 

so ist 



^ 
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1-, 1 1,1 

- + -/ = - + -• [§154. Gl. (46.)] 

262.) Ist q' der Krümmungslialbinesser eines schiefen 
Schnittes, dessen Ebene mit der Ebene des zugehörigen 
Normalschnittes den Winkel * bildet, so ist 

p' = pcosö-, 

wobei Q der Krümmungshalbmesser dieses Normalschnittes ist. 

(Satz von Memier) [§ 164, GL (54.)] 

263.) Das 6^au/7sche Krümmungsmaß im Flächenpunkte 
P ist 

TT n — 8^ 1 

264.) Die Enveloppe (Umhüllungskurve) der Kurvenschar 

F{x, y, u) = 
erhält man durch Elimination von u aus den Gleichungen 

P(x,y,u) = und ^J^ = 0. [§157.] 

265.) Hat die Kurve F{x, y) = im Punkte D mit den 
Koordinaten x^ y einen Doppdpunkt^ so müssen die drei 
Gleichungen 

P(x,y)-=0, JPi(rc, y) = 0, Pa(ir, y) = 
gleichzeitig befriedigt werden. Die beiden zugehörigen 

Werte von ^ findet man dann aus der Gleichung 
also 



dx F22 

dhj 
und darauf die zugehörigen Werte von ,^ aus der Glei- 
chung 

Vdx ■*" öy tfx/ "^ Wdy "^ öy» dx) da?'^ 

[§ 169, GL (7.), (a) und (8a.); § 160, GL (16a.)] 
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266.) Hat die Kurve Fix^ y) — im Punkte D mit den 
Koordinaten x^ y einen dreifac^ien Punkt j so müssen die 
sechs Gleichungen 

1^=0, }\ = 0, F2 = 0, Fn = 0, Fi2 = 0, F^ = 
gleichzeitig befriedigt werden. Die drei zugehörigen Wert© 

von ^ findet man dann aus der Gleichung 

267.) Hat die Kurve F{x, y) = im Punkte D mit den 
Koordinaten x, y eine Spitze (einen Rückkehrpunkt) ^ so 
müssen die vier Gleichungen 

F{x,y) = Q, Fi{x,y) = 0, F2{x,y) = und Fi2^—FnF22 = 
gleichzeitig befriedigt werden. [§ 162, GL (2.)] 

268.)A«+»,!/+*)=ftx,!')+(|^»+|*:)+|-,(g*+|*f 
wobei 

B = 1 / df{x+eh,y+ek) ^ df{x+eh,y+ek) j^\j-'^^) 

(n4-l)!\ dx "^ dy ) 

= 1 \(öf{x+ eih,y+ &,k)^ +^ß^^jby+^}cT 

« ! L\ dx dy ) 

[§ 163, Gl. (8a.), (9a,) und (10a.)] 

269.) Z = f{Xi^ X2y,..Xn) 

heißt eine ,^omoge?ie Funktion m'^^ Grades^\ wenn 

f{tXi, ^X2, . . . tXn) = t'^fiXi, X2,...Xn)', 

dann wird 

dz . dz . . dz 

/ dz ^ dz . ... ö«\ö» . ,. 

[§ 164, Gl. (2.), (10.) und (M.)] 
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270.) z = f{x^ y) wird ein Minimum^ wenn 

fx{x,y) = 0, f2{x,y) = 0, Ai>0, fnf^ — fi2^>0\ 

z = f{x^ y) wird ein Maximum^ wenn 

A(a;,y) = 0, Ux,y) = 0, Ai<0, fnf2i-fi2^>0\ 

z = f{xj y) wird dagegen weder ein Maximum nocA ein 

MinimTiTn^ wenn zwar 

fi{x,y) = 0, Mx,y) = 0, aber Ai/22 - Aa^ < o'. 

[§ 166, Gl. (68.) bis (65.)] 

271.) u = f{Xy y, a?) wird ein Minimum, wenn 

A(aj, y, «) = 0, A(a;, y, z) = 0, /Vx, y, z) = 0, 

und wenn 

AiAaAs 



A = Ai>0, 2)a = 



! AiA 

I AiA 



12 



32 



>0, Db = 



A1/22A8 
Al/32/88 



>0; 



u = A^?, y, ^) wird ein Maximum, wenn 

fi{x,y,z) = 0, Ux,y,z) = 0, h{x,y,z) = 0, 

und wenn 

A<0, A>0, 2)3 <0. 

[§ 167, Gl. (3.), (5.), (26.) und (27.)] 

272.) u = A^i) 2:2, • . . i»?«) wird ein Minimum, wenn 

A(a^i, 3^2, .. . Xn)= 0, A(a:^i, a^, . . . a;«) == 0, . . . Ai(a;i, X2, • . • ar^,) = 0, 

und wenn 

A>0, 2)2>0, A>0,.,.D«>0, 
wobei 

AlA2-' Aa 

AiAa-'-Aa . 



Da = 



/ al/ a2 • • • / o< 

u = f{xij X2,*..Xn) wird ein Ifaarimuni, wenn wieder 

A(^i» ^»2, . . . a;„) = 0, A(^i, X2, . . . x«) = 0, . . . Ai(^i, a;2, . . . o;«) = , 

und wenn 

n , n 4- 1 



Ar-i < 0, Ar > für r = 1, 2, • . • ;} oder 



je nachdem n gerade oder ungerade ist 

Kiepert, Dif ftr«nti*l - B«ohnang. 



2 ' 

[§ 167.) 



54 
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273,) Um die Werte von Xi^x^,...Xn ^n finden, für welche 

ein Maximum oder Minimum ivird, wenn zwischen aa, x^^ 
... X« die m Bedingungsgleichungen 

bestehen^ bezeichne man 

dq>^{xi, X2^..,Xn) ^^. ^ 

d^, "^'^ «'•'' 

nnd bilde die Funktion 
F{xi^ acfe, . . , x„) = f(xi , a?s, , < , x^) + Ai9;i(xi , xg, . . . Xj^) 

+ ^a9>t(xi , a^, . , , X«) H (- ^„93„(a:i , Xs, . , . x„)- 

Bestimmt man hierbei die m Traktoren Jii, X^j-^.l^ 
aus den I« Gleichungen 

Fl = fi + Xig>u + h9^\ + -* + ^m9m\ = 0, 
F% = ft + ii^ia + AaflPäÄ + h ^i«gpm2 ^ 0, 

J^ffl ^ /iif + -llfl^lw + h^m A h ^wV^mifi = 0» 

80 kann nur dann ein Maximum oder ein Minimum ein- 
iretenj wenn auch noch die n — m Gleichungen 

Fm-\-\ ^ fm-Yl + ^1^1. m + ] + ^39*2, fli-f 1 + ' " + ^m^m, iw^^L =^ 0, 
-Pjw+2 ^ /j»+3 + ^1^1, fff+2 + ^39^3, «1 + 2 + * ■ ■ + ^m^m, fff +2 ^ ^» 

J'« — /'i. + ^1^1» + ^292h H h ^#f9>i»« = 

befriedigt werden» Auf diese Weise erhält man für die 
Berechnung der m-\-n Unbekannten h^ Jl2,...Aj^, xi, x^, 
. . . Xn genau m -\- n Gleichungen, nämlich 
gpi = 0, 95g = 0, . . . 9?„ = 



und 



(§ 169, Gl. (10, (8.), (tO.X (130, (160 tmd (17.)] 
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Alphabetisches Verzeichnis Ober die Bedeutung 
der in den Formebi benutzten Buchstaben. 



(Mitunter wird derselbe Buchstabe auch in verschiedener 
Bedeutung benutzt.) 



A, A|, A,,... willkürliche Eonstante. 

B, B|, B,,... willkürliche Konstante. 

C, Cp C„ . . . willkürliche Eonstante. 

l>i, 1>|, Dgf* Determinanten erster, zweiter, dritter usw. Ordnung. 

F Fl&dieninhalt einer ebenen Figur. 

F{x) Funktion von x. 

F(Xf y) Funktion von x und y. 

F(Xf y, r) Funktion von x, y und r. 

-^iC«» y) = ^^^^ partieUe Ableitung nach «. 

-^i(«» y) = ^^^*' - partielle Ableitung nach y. 
öy 

£ Krfimmungsmaß von Oaufi, 

N Normale. 

Flächeninhalt einer krummen Oberflftche. 

8n Subnormale. 

8t Snbtangente. 

T Tangente. 

U Umfang. 

V Volumen eines Körpers. 

o, 01 , O], ... Off willkürliche Konstante. 

aresin«, arocos«, arctgx, arcctgx zyklometrische Funktionfu. 

b Basis eines Logarithmen -Systems. 

6, 6) « 62 « "'^n willkttrliche Konstante. 

^f ^n <^» • * • <^M willkürliche Konstante. 

oosx trigonometrische Funktion Cosinus. 

otgx trigonometrische Funktion Cotangens. 

54 
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d nnd d DifferentiaL 

e = ans 281 828 459 Basis der natiirlklien Logarithmen. 
f{x)^ /■j(j;)^ /"^x),,.. Funktionen von x* 
/(aj, y] Funktion von ;^ und t/. 

f](^t y) .= tD^lJ^) pÄTtielle Abkltiing naclk w^ 
f^^^^ yj _ _l^2_y} partieUe Ableitung nach y» 

f^st) (g-a.n2e rationale) Funktion von x, 
h Höhep 

Ln oder lognat Logarithmus naturalis, 

m = i^a Eichtungstangente, 

n Grad einer ganzen rationalen Funktion oder einer algebraischen 

Gleichung* 

p = ^. wenn y ^ f{x). 

p ^ -/ , wenn t ^ f{x, y), 

q Quotient, insbesondere bei geometrischen Progressionen. 

5 = ^^, wenn y =- f(x). 

q = \^ , wenn i - /^(i, y), 
ßy 

r = } d^-^^^ absoluter Betrug der komplexen Grolle a + äu 

r liadiuf vektor, 

r = ^^2, wenn J = /(x, y). 

f Bogenlänge bei ebenen Kurven nnd bei Kurven doppelter Krüm- 
muD^. 

1 ^ " , wenn z = /"(x, y). 

sinx trigonometrische Funktion Sinns. 

t unabhängige Veränderliche, insbesondere bei Panuneter-DaratelluDg. 

t = ^ \ , wenn z ^ f(x, ^), 

tga? trigonometrische Funktion Tangens, 

li, V differentiierbare Funktionen von x* 

fif i^f ur veränclerlicbe Gröflen, 

X unabhängige Veränderliche, 

X Abszisse eines Punkt**s P. 

jf Ordinate eines Punktae P, 

x^ Ut ^ Koordinaten eines Punktes P im Eaume. 
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AT ©in«, Ärßofx, 9lt^ga;, ^Irßtgx Umkehrungen der hyperbolischen 

Funktionen. 
(Sofa; hyperbolische Funktion Cosinus. 
(Stgx hyperbolische Funktion Gotangens. 
@tna7 hyperbolische Funktion Sinus, 
^gx hyperbolische Funktion T&ngens. 

fit fs) fgi • • • f» elementare symmetrische Funktionen der n Veränder- 
lichen a?!, X2,...a5« und deshalb Koeffizienten in einer alge- 
braischen Gleichung. 

J Determinante. 

//x = Xj — a; , ^y =^ Vi — y Differenzen. 
9 unbestimmte Größe zwischen und 1. 
<P{x) Funktion von x. , 

«1 «1» «2>»-- Winkel, den eine Gerade, insbesondere die Tangente mit 
der positiven Richtung der X-Achse bildet. 

?> ß\i ßii"- Winkel, den eine Gerade im Ruume mit der positiven 
Richtung der F- Achse bildet. 

y, /i, y2»--- Winkel, den eine Gerade im Räume mit der positiven 
Richtung der Z- Achse bildet. 

y Winkel zwischen schiefwinkligen Koordinaten. 

Sy $ verschwindend kleine Größen. 

17 Ordinate des Kreismittelpunktes. 

^ Winkel, den die Tangente mit dem Radius vektor bildet. 

{ Abszisse des Kreismittelpunktes. 

J, 17, f Koordinaten des Mittelpunktes einer Kugel und eines Kreises 
im Räume. 

it Umfang des Kreises mit dem Halbmesser 1. 

f Halbmesser eines Kreises, insbesondere des Krnmmungskreises. 

f Halbmesser einer Kugel. 

7 Argument einer komplexen Größe a + W , erklärt durch die Glei- 
chungen COSCP = ■ -1 Sincp » ,/- r^r« 

9> Argument bei Polarkoordinaten , d. h. Winkel, den der Radius 

vektor mit der Anfangsrichtung bildet. 
^0, y<t) Funktionen von t. 
f(x), ^f}(x) Funktionen von x. 
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Alphabetisches Inhalts «Verzeichnis. 



(Die Ziffeni g^ben die Seitenzahlen an,) 



Abhangige Veränderliche oder Funktion, 7, 
Ableitung, oder Differential-Quotient 89—91^ 
Ableitungen höherer Ordnung. 162—155. 
Absoluter Betrag. 24, 

— — oder Modul bei einer komplexen Größe, 612-. 

— — Satze über die absoluten Beträge, 25—26. 528— 534< 
Addition der Reihen. 270, 526, 

— komplexer Größen, 511. 619—621. 

Algebraische Analysis, Einige Hilfsfiät^ ans der ^ A, 69—87. 

— Gleichungeu. 540—690. 
Allgemeine Spirale. 497—498, 505—506. 
Alternierende Reihen, 260—263, 
arccoso^. 11. 

arcctgx, 11, 

AnhimeäiHche Spirale. 494—496, 505. 

1Ki'(So[jt, 146. 

arcsino?. 11. 

— Ent Wickelung der Funktion arcein^c nach steigenden Potenzen 

von X. 230-23L 
arctgx. 11, 

— Entwickelung der Punktion &rctg:c nach steigenden Potenzen 

von X, 223—224, 
^ Zusammenhang zwischen den Funktionen Inw^ aretgs?, Kr^gdo; 

539. 
^fTdtga;- 147-148. 
Argument, 7, 490. 514»&15. 
^rSina?. 147, 
?irtga:, 147-^1^. 

— Zusammenhang zwischen den Funktionen ina:^ arctgx, 1fr ^gx, 

639, 
Aßtroide. 426-427, 46S-'464. 480—481. 719-721. 724^726, 
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Asymptoten einer Kurve. 691 — 607. 

— Lage der A. 695— 69a 

— Richtung der A. 691 -694. 

AuflöBung. Numerische Auflösung der algebraischen Gleichungen. 
656-690. 

— von n linearen Gleichungen mit n Unbekannten. 624—626. 

Basis der natürlichen Logarithmen. 80—87. 
Berührung n^r Ordnung. 442 — 446. 
fiinomial-Koeffizienten. 69—78. 

Binomischer Lehrsatz für positive, ganzzahlige Exponenten. 69—78. 
166. 

— — Der allgemeine b. L. 196—207. 
Binormale. 675—679. 

C siehe auch K und Z. 

Cartesische 2ieichenregel. 664 — 570. 

Cartuiua. Folium Cartesii« 894—896. 699—600. 781—782. 

Cauchy. Kriterium von C, 24A. 

Determinante. Bildung einer D, fit«r Ordnung. 614 — 616. 
Determinanten. Differentiation der D. 648—661. 

— Eigenschaften der D. 616—619. 

— Multiplikation der D. 629—682. 

— Theorie der D. 608—688. 

— Vereinfachung bei Ausrechnung der D. 625—628. 

— Zerlegung der D. 619—624. 
Differentiale. 89. 121. 642—648. 646—648. 

— höherer Ordnung. 152—166. 666-662. 
Differential-Quotienten. Bildung der Diff.-Qu. 88—96. 97—136. 

— — Bildung der Diff.-Qu. ^■"^»*«="^» *" " 5^ * ^^^ 

aj-9<0i y = V<0- 897-407. 
Differentiation der Determinanten. 648—661. 

— der Funktionen von mehreren voneinander unabhängigen Ver- 

änderUchen. 644—648. 

— der Funktionen von zwei voneinander unabhängigen Veränder- 

Uchen. 689—644. 

— der Funktion F(u, v), wenn t» und v Fonkäonen von x sind. 

877-881. 

— einer nicht entwickelten Funktion von zwei unabhängigen Ver- 

änderlichen. 662—668. 

— nicht entwickelter Funktionen. 888—891. 
Differenzen-Quotient 89. 

Diokkt, Die Zissoide des D. 606—607. 
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DiviBion der Heihen. S77— 2?8. 528. 

— komplexer Großen. 513. 516. 523. 
Doppelpunkte- 727—731. 

e* Die Ätthl e. (Basis der natürlicKeu Logarithmen*) 80—87, 

EcLt gebrochene rationale Fui^ktionen. 16. 

^Eindeutige Funktionen. 9. 

Einhüllende Kurven, irnih.üJJaTigskur\"eii oder Enveloppeu, 714 — 726- 

Einsiedler oder isolierte Tunktf. 72^—731. 

Elementare symmetrische Funktionen der Wurzeln. 546—548. 

Ellipse. 414—416. 437. 458-460. 475—477. - 

Ellipsoid. 698—699. 

Elliptisches Paraboloid. 699. 

Entwickelte oder explizite Funktionen. 8. 

Enveloppen, Umhüllungskurven oder einhüllend^ Kurven. 714—726. 

Epizykloiden. 423-425. 465—466. 481—483. 723-724. 

Euler sehe Formel. 706. 

Evoluten oder Krtimmungsmittelpunktskui-ven. 468 — 485.' 503—509, 

Evolventen. 471. ' 

Exhaustjons- Methode. 1. 

Existenz der Wurzeln einer algebraischen Gleichung. 540—543. 

Explizite oder entwickelte Funktionen. 8. 

Exponential -Funktion. Differentiation der E.-F. 129—130. 

— — Ent Wickelung der E.-F. nach steigenden Potenzen von x. 181 

bis 183. 

— — Zusammenhang der E.-F. mit den trigonometrischen und den 

hyperbolischen Funktionen. 580—537. 
Exponentiallinie. 417—418. 

Fahrsti'alil oder Eadius voktor. 490. 

Faktor des imaginären Teiles. 511. 

Folium Cartesii, 394—395. 599—600. 731—732. 

Formel -Tabelle, 811—850. 

Fourier, Verbesserung der ^eu^fon sehen N&herungsformelu durch F, 

576-585. 
Funktionen. Begriff und Einteilung der F. 5—19. 

— einer komplexen Veränderlichen. 528 — 530. 

— von Funktionen und Differentiation derselben. 119—125. 

— von mehreren Veränderlichen. 22—24. 639—803. 

Ganze rationale Funktionen. 13 — 14. 

— — — Differentiation der g. r. F. 97—100. 
Oaufi. Krtimmungsmaß von G. 711—713. 
Gebrochene rationale Funktionen. 14—17. 

Gemeinsamer Teiler der Funktionen. Aufsuchung des höchsten g. T. 
zweier Funktionen. 556—558. 
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Qemeinsaxner Teiler der Funktioiien f{x) und f'{x). 560—561. 
Geometrische Darstellimg der Funktionen. 19—22. 

— — komplexer Größen. 518—628. 

— Deutung des Differential -Quotienten. 93—95. 

— Progressionen. 78—80. 
GeBchichtliches, 1 — 4. 

Gleicke Wurzeln einer algebraischen Gleichung. 543—545. 
Gleichseitige Hyperbel. 144-145. 489. 501. 
Qraeffe. N&herungsmethode von G. 586—590. 
Grenze, Begriff der G. 26—80. 

Hannonische Reihe. 286—286. 
Hauptkrümmungshalbmesser. 704—708. 
Hauptnormale. 675—679. 
Hauptnormalschnitte. 704—708. 
Höchster gemeinsamer Teiler. 556 — 558. 
Homogene Funktionen. 748—756. 

— lineare Gleichungen mit n Unbekannten. 632. 
Hyperbel 416. 487. 460. 477—478. 598—599. 
Hyperbolische Funktionen. 187—151. 

— — Beziehungen zwischen hyperbolischen und trigonometrischen 

Funktionen. 149—151. 

— — Differentiation der h. F. 142. 

— — Entwickelung nach steigenden Potenzen von x, 188. 

— — Geometrische Darstellung der h. F. 810. 

— — — Deutung der h. F. 1^—145. 

— — Herleitung der wichtigsten Formeln. 187—142. 

— - Tafeln der h. F. 804—809. 

— — Umkehrung der h. F. 145—149. 

— — Zusammenhang der Exponential- Funktion mit den hyper- 

bolischen und trigonometrischen Funktionen. 580—587. 

— Spirale. 495—497. 

Hypozykloiden. 426-428. 466—467. 483-484. 723—724. 

Imagin&re Größen. 510. 
Imaginärer Teil Faktor des i. Teiles. 511. 
Implizite oder unentwickelte Funktionen. 8. 
Inünitesimal-Itechnung. 1. 
Interpolationsformel von Lagrange. 548—550. 

— von Newton. 550—564. 
Intervall. 6. 

Inverse Funktion^. Differentiation i. F. 126. 

Irrationale Funktionen. 18—19. 

Isolierte Punkte oder Einsiedler. 729—781. 
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Eftrdiojde. 424. .^1^502, 721—723. 740—741, 

Ketteaünie. 41Ö— 419. 460-46L 478, 

Komplexe Größen. Geometrische Daratelluug der k, G. 51S— 623* 

— — Logaritluueii der k. O. 537— ö3H. 

— — Theorie der k, G, 510—539. 

— Wurzeln einer algebniischen Gleichung, 546 — 546* 
Konjugiert komplexe Größeiu 612, 

Konkavität and Konvexität 430—436, 
Konstante oder unverändejüche Größen, 5. 
Konting-euz Winkel bei Kurven io der Ebene. 451— löi. 

— bei RÄumkürven. 680—686, 

Konvergens:, Bedingte und unbedingte K. 264—270. 

— Begriff der gleichmäßigen K. 279— 28Ö. 

— der periodischen Reihen. 292—298. 

— der Potenzreihen, ^4^292, 
^ der Reihen. 232^298. 

— Erklärung der K, 233. 
Konvexität nnd Konkavität. 490—436. 
Koordinaten -System, ParaIlelko<:trdinat'en. 20. 

— — Polar -Koordinaten, 490—491. 
Kreia. 412. 500. 

Krejfievolvente. 428—430, 467, 484—485. 
Krümmung der Flächen. 700 —708. 

— der Kurven. 454 — 467. 

— Halbmesser der zweiten K. 6S0 — 686. 
Kriimmungakreis, 446—449. 503—504, 

— hei RannUturven, t>80^686, 
KrümmungsmaÜ von Gauß. 711—713. 
Krämmangs mittel punktfiliätihen, 708—710, 

Krfimmungsmittelpunktß- Kurven oder Evoluten. 468—485, 503--509* 
Krumme Flachen. 6x*5 — 713. 

Kurven doppelter Krümmung, 6C3— 694. 

Xät^angt. Interpoiationsformei von Xr. 548 — 550. 

— Refitgtied von L. 179. 
Lage der Asymptoten. 595—598. 
Lemniakate, 600—501. Ö07-509. 739-735, 

— Sphärische L, 674---B75. 69S— 694. 
Limes (Grenze). 26. 

Lineare Gleichungen. 624—625. 

Logarithmen der komplexen Größen. 537—588. 

Logarithmische Funktion. Differentiation der L F. 102. 

— Spirale. 498-499. 506-607. 

Logarithmus. Berechnung der natürlichen Logarithmen. 212 — 218, 

— Entwickelung von ln(l + x) nach steigenden Potenzen von m, 

207—211. 
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LogariÜimiis. Erkl&nmg des L. 10. 

— naturalis (In). Znsammimhang zwischen den Funktionen inx, 

KTctgx und KtS^go?. 589. 

Mac-Lawrinactke oder StirUngech» Beilie. 180—181. 
Maxima und Minima. Aufgaben aus der Theorie der M. und Minima. 
323-851. 

— — — Bedingungen, unter denen ein M. oder ein Minimum ein^ 

treten kann. 299—304. 
Maxima und Minima der Funktionen von mehreren unabhängigen 
Veränderlichen. 757—789. 

— _ «« der Funktionen von mehreren Veränderlichen mit Neben- 

bedingungen« 789—808. 

— — — Entscheidung über das Eintreten eines M. oder eines 

Minimums durch Untersuchung der höheren Ableitungen. 810 
bis 817. 

— — — entwickelter Funktionen einer unabhängigen Veränder- 

lichen. 299-351. 

— -. — nicht entwickelter Funktionen. 391—396. 

— — — Vereinfachungen der Bechnung, wenn /'(») eine ge- 

brochene Funktion ist. 321-^23. 
Mehrdeutige Funktionen. 9. 
Mehrfache Punkte. 735—737. 
Meunier. Satz von M. 708. 
Minima siehe Maxima und Minima. 
Mittelwertsätze. 171—175. 
Modul oder absoluter Betrag. 512. 
If öftere sehe Formeln. 513—518. 
Multiplikation der Determinanten. 629—632. 

— der Reihen. 271—274. 526-528. 

— komplexer Größen. 511. 515. 521—523. 

Häherungsformeln von Newton, 575 — 585. 

Näherungsmethode von Qrae/fe. 585—590. 

Newton, Interpolationsformel von N, 550 — 554. 

JVeir^onsche Näherungsformeln. 575—585. 

Nicht entwickelte Funktionen. Differentiation der n. e. F. 388—396. 

^ — — , gegeben durch simultane Gleichungen. 663 — 665. 

— — — Maxima und Minima der n. e. F. 391—896. 
Normalebenen einer Raumkurve. 666—670. 
Normalen und Tangenten ebener Kurven. 408 — 480. 

— — — — — (Polar- Normalen). 490— 5Ö3. 

— einer krummen Fläche. 695—698. 
Normalschnitt. 702—708. 

Norm einer komplexen Größe. 512. 

Numerische Auflösung der algebraischen Gleichungen. 555—590. 
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Obere Grenze der Wurzeln. 561 — 564. 
. Osknlation (oder Berülirang) nter Ordnung. 442—445. 
Oskulationskreis oder Krümmungskreis. 446 — 649. 

Parabel. 411. 412-414., 436. 457—458. 473-474. 502. 725—726. 

Paraboliscke Spirale. 497. 

Paraboloid. Elliptisches P. 699. 

Parallel -Koordinaten. 20. 

Parallelogramm der Kräfte. 520. 

Partes proportionales der natürlichen Logarithmen. 218—221. 

Partielle Ableitungen. 377—383. 641. 644—645. 

— — höherer Ordnung. 651 — 655. 

— Differentiale. 641. 645. 647. 

— Differentiation. 377—978. 641. 644—645. 651—655. 
Periodische Funktionen. 12. 

— Reihen. Konvergenz der p. R. 292—298. 
Permutationslehre. 610—613. 

9r. Berechnung der Zahl tt. 224—230. 
Polar-Koordinaten. 490—509. 

— -Normale. 493. 

— -Subnormale. 493. 

— -Subtangente. 493. 

— -Tangente. 493. 
Polytropische Kurven. 485—489. 

Potenzen. Differentiation der P. mit gebrochenem Exponenten. 112. 

— Differentiation der P. mit positiven und negativen ganzzahligen 

Exponenten. 97. 100—101. 
Potenzierung der Reihen 274—277. 528. 

— komplexer Größen. 513. 515—516. 
Potenzreihen. Konvergenz der P. 284—292. 

Produkte. Differentiation der P. und Quotienten. 107—118. 

Quotienten. Differentiation der Produkte und Qu. 107—118. 

Baabe, Kriterium von R, 255—257. 
Radiant. 11. 

Radius vektor oder Fahrstrahl. 490. 
Rationale Funktion. 17. 
Raumkurven. 666—694. 

Reihen. Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division der R. 
Wurzelausziehung bei R. 270—279. 

— mit komplexen Gliedern. 524 — 528. 

— mit lauter positive u Gliedern. 241—258. 

— mit positiven und negativen Gliedern. 258—264. 
Relativ prim. 558-559. 
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Rest. ÄBclere Formen des Eeetgliedes. 190—195: 

— einer Reihe. 23a 

Restglied der Taylorechen Reihe. 176—180. 
Bichtong der Asymptoten. 591—594. 
Bolle. Satz von B, 171—178. 
Käckkehrpnnkte oder Spitzen. 787—744. 

Schmiegnngsebene. 675—679. 
Schmiegnngskngel. 686—688. 
Schranbenlinie. 672—678. 688—691. 

Simnltane Gleichnngen. Nicht entwickelte Funktionen einer Ver- 
änderlichen, gegehen dnrch s. G-. 663—665. 
SinusUnie. 417. 437—488. 
Sphärische Lemniskate. 674—675. 693—694. 
Spiralen. 494—499. 

Spitzen oder Rückkehrpunkte. 787—744. 
Steigung einer Kurve. 98. 
SUinersche Kurve. 741—742. 
Stetigkeit Begriff der St 48— 6a 

— Beweis für die St etlicher Funktionen. 54—65. 
^trJm^sche oder Mac-Laurinsche Reihe. 180 — 181. 
SturmBcher Satz. 570—575. 

Snbnormale. 410. 

— Polar- S. 493—494. 
Subtangente. 410. 

— Polar -S. 493—494. 
Subtraktion der Reihen. 271. 

— komplexer Größen. 511. 521. 

Tabelle der wichtigsten Formeln. 811—850. 
Tafeln der hyperbolischen Funktionen. 804—609. 
Tangenten und Normalebenen einer Raumkurve. 666—670. 

— und Normalen ebener Kurven. 408—430. 490—508. 

— und Tangentialebenen einer Fläche. 695—699. 
IViytorsche Reihe. Herleitung der T. R^ 161—180. 

— — Anwendungen der T. R. 180—281. 

— — für Funktionen von mehreren Veränderlichen. 745—748. 
Teiler der ganzen rationalen Funktionen. 555—559. 
Torsionswinkel. 680—686. 

Totale oder vollständige Differentiale. 642—643. 646—648. 

— — — _ höherer Ordnung. 655—662. 
Transzaidente Funktionen. 19. 

Trigonometrische Funktionen. Berechnung von Tafeln der t F. sinaP 
und cosaO. 187—190. 

— — Differentiation der t F. 104—107. 
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Trigonometrisclie Funktionen. Entwickelang der t F. sinx und 
cosa; nadi sMgenden Potenzen von x, 184— -187. 

— — Umkehrung der t. F. 10—13. 

— — Zusammenhang der Exponentialfunktion mit den trigono- 

metrischen und hyperbolischen Funktionen. 590—537. 

Umhüllungskurren, einhüllende Kurven oder Enveloppen. 714 — 726. 
Umkehrung der Funktionen. 10. 404— -407. 

— der hyperbolischen Funktionen. 145 — 149. 

— der trigonometrischen Funktionen. 10—13. 
Unabhängige Veränderliche oder Argument. 7. 
Unbestimmte Ausdrücke von der Form %- 352—360. 

— — von der Form 0», oo<>, 1**. 370—374. 

— — von der Form O.oo. 365—368. 

— — von der Form -^ • 360—365. 

— — von der Form oo-oo. 368—370. 

— Formen. Zusammentreffen u. F. 375—376. 

— Koeffizienten. Methode der u. K. 221—223. 
Unecht gebrochene rationale Funktionen. 16. 
Unendlich groß. Das unendlich Große. 31. 

— klein. Das unendlich Kleine. 31. 

Unendlich kleine Größen verschiedener Ordnung. 39—48. 
Unendliche Heihen. 232—298. 

— — mit komplexen Gliedern. 524 — 528. 
Unendlich vieldeutige Funktionen. 12. 
Unentwickelte oder implizite Funktionen. 8. 
Unterdeterminanten. 61^—624. 

Untere Grenze der Wurzeln. 561—564. 
Unveränderliche oder konstante Größen. 5. ' 

Tariable oder veränderliche Größen. 5. 

Vektor- Algebra. 521. 

Veränderliche oder variable Größen. 5. 

Vereinfachungen bei Ausrechnung von Determinanten. 625—628. 

Verschiedene Ordnungen der unendlich kleinen Größen. 39 — 48. 

Vertauschung der Abhängigkeit der veränderlichen Größen. 397—407. 

Vollständige Differentiale höherer Ordnung. 655—662. 

— oder totale Differentiale. 642—643. 646—648. 

Wendepunkte. 430—436. 

Wendetangente. 430—436. 

Wiederholte Differentiation einer Funktion von mehreren Veränder- 
lichen. 651—655. 

Winkel, gemessen durch den Bogen eines Kreises mit dem Halb- 
messer 1. 11. 
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Worzelanezieliiiiig bei komplexen Glrößen. 516—518. 

— bei Reihen. 278—279. 528. 

Worzeln einer aJgebraiscKen Gleichung. 540 — 590. 

— Gleiche W. einer algebraischen Gleichnng 548 — 545. 

ZeichenregeL Cartetiache Z. 564 — 570. 
2iei4egnng der Determinanten. 619—624. 

— einer ganzen rationalen Funktion nten Grades in n lineare Fak- 

toren. 540—548. 
Zissoide des Diokles. 605—607. 
Zykloide. 419—422. 461-463. 479-480. 
Zyklometrische Funktionen. 11 — 13. 

— — Differentiation der z. F. 127—129. 
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